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Dinh ly Gia tri Trung binh va quy tac ctia L’Hopital 


Loi mé dau 


Giai tich la m6t m6n hoc c6 muc dich. M6n hoc nay m6 ta su phat trién, su 
tiéu bién cing nhu sy doi thay. Vi du nhu dan sé lai c6 téc do tang truéng—v6n 
1A mot con sé luon thay ddi. Hay gid tri cua tién té lai c6 ty 1é tiéu gidm—hoac gia 
tang. Su bién ddi chac chan ludn tén tai trong cudc sdéng cua ching ta. Dé thau 
hiéu va van dung nhitng bién déi nay trong cudc song, chting ta can biét dén va sit 
dung Giai tich. 

Nhiting kién thitc nén tang da dugc hinh thanh ti lau. Vi vay trach nhiém cia 
tac gia 6 day chinh 1a dién gidi ching mot cach ré rang, kém theo nhiting vi du di 
thang vao van dé—va khoi day su té tudng dé dén cdc ban déc gid. Phan tam huyét 
nhat cua twa sAch nay chinh 1A 6 khau bién tap véi ngon ngit va dién dat r6 rang, 
sinh dong. Con cht phai lu6n 1A thit dudc d&t lén hang dau, cc ddéng van ban méi 
khi hién lén déu dudc chau chuét ti mi. Ngdn tiv méi chinh JA tht hap dan doc 
gia—va déng thoi lam m6t cau néi truyén tai kién thttc va cAc khai niém. 

Phan 1di md dau nay con dé cap dén cdc thay déi, chinh stta. Cac bién tau 1A 
mot diéu kha hién nhién (nhung hay can than). Nhung ban doc sé s6m hiéu dude 
day la mét gido trinh co ban danh cho gidi tich. Gido trinh nay danh cho 
tat cd cde co sé gidng day, va duoc viét mét cach vd cing truc quan cho cdc ban 
hoc sinh va sinh vién. Nhitng diém quan trong sé dudc nhan manh, khong chi bang 
hinh thitc thé hién ma con bang ngon tit. Day 1A mdt quyén gido trinh chit khong 
phai lA mot ngan hang dé thi. Toi hy vong céc ban doc gid hiéu dude muc dich 
trinh bay nay. 

Bén canh d6, tdi cing hy vong doc gid cia minh thay dudc tinh than ma cuén 
sdch nay chita dung. Phan tuyét voi nhat cla todn hoc chinh 1a lAm toan, va ching 
ta sé di thang vao viéc dé. Di stt dung cho muc dich giang day hay soan thao 
nghién cttu, cdc ban sé dé dang lam quen véi tua sAch ngay ti ban dau—va cting vi 
ching toi ludn muén cho cdc lép hoc sdi dong. Nhitng diéu mdi mé sé ludn dén véi 
tat c& cdc ban hoc sinh, sinh vién. Thay vi két thac m6i muc bing mot phan tom 
tit (danh cho ngudi doc thu dong), ching tdi chi: dong yéu cau ngudi hoc déng 
gop nhiing tit khéa cho bai hoc. Diéu d6 giip cing cé thém su ty tin trong hoc 
tap—v6n v6 cing thiét yéu. 


GIGI THIEU VE GIAI TICH 


Chuong thit nhat gidi thiéu so luge vé gidi tich—cd muc dich. Muc dich d6 
chinh 14 dé xem ham s6 hoat dong nhu thé nao. Dac biét ching tdi sé gidi thiéu 
cac cép ham sé, khoang cach f(t) va van téc v(t). Theo kinh nghiém cia tdi, 
truc gidc khi lai xe hoi chinh 1A mot mén qua mién phi danh cho nhiing ngudi day 
giai tich. Phuong trinh f = vt da dugc hiéu (nhung khong phai lic nao cing dude 
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hiéu mot cach day du theo ng6on ngit cia dai s6). Téc ké biéu dién dao ham, hanh 
trinh ké lai biéu dién tich phan. Bang viéc tim hiéu vé cdc ham sé cu thé f(t) va 
u(t), chting ta bat dau dén véi giai tich. 

Gido trinh nay nhaén manh hon so véi trudc kia vé phan hinh thitc cua viéc 
hoc toan. Nhttng hinh anh khong con dudc dat 6 bién trang sach, noi ching thudng 
bi ching ta bé quén. Cac cong thttc dude gin lién véi cdc dé thi. Diéu tuyét nhat 
ma mot chiéc may tinh co thé lam chinh 1A biéu dién ham sé. Ching ta sé thay no 
di qua mét cuc dai, hoac c&t truc hoanh, ho&c dao déng. Cac dé thi chinh 1a chia 
khoéa dén véi todn hoc 6 bén ngoai I6p hoc. 

Sém hon théng thudng, ching ta sé dudc hoc vé y nghia cia c4c phudng trinh 
vi phan. Ching chinh 1A nhitng mo hinh cua su s6ng. Ching biéu dién cach su bién 
déi dude xdc dinh nhu thé nao—theo vi tri hién tai va ngoai luc. Toi tin rang viéc 
gap mot vai phuong trinh mang tinh thuc tién la v6 cting quan trong trong mét 
khoa hoc giai tich. Ching ta khong thé tri hoan va trong doi viéc nam dude phan 
kién thite nay 6 nhttng khéa hoc nang cao hon. 

Toi hy vong céc ban sé nhan ra rang noi dung gido trinh sé ludn tap trung di 
thang vao cdc van dé trong tam. Nhdi nhét nhiéu hon kha ning ma ban c6 thé doc 
dude 1a mot viéc lam v6 nghia. Va “viéc cay cudc va ngau nghién” quyén gido trinh 
nay lA mét phuong phap phi toan hoc nhat ma tdi c6 thé tudng tudng ra. Ching toi 
luon ddi hdi cdc ban hoc va sinh sinh vién phai né luc thuc su, n6é luce ma ching 
ta khéng hé muén phi hodi. Viéc chon vii di muc dich cia gidi tich bing hang 
triéu phucng trinh toan 1a vo cing don gidn. Viéc thau hiéu dude cdc ¥ tudng quan 
trong va co ¥ nghia nhat mdi 14 diéu khé khan, nhung lai chinh 1A viéc lam ding 
dan hon hét. 

Va trén co sé hoc ft hiéu nhiéu, toi xin phép tom tat lai: 


(1) Viéc thuc hanh véi c4c ham sé va dé thi luon hét sttc quan trong. 

(2) Cac m6 hinh cia giai tich chinh 1a cdc phuong trinh vi phan. 

(3) Cac vi du khong can phai phttc tap nhu cdc bai toan danh dé. Ban than 
toan hoc da dt kho réi. 

(4) Khong can thiét phai biét dén tat ca cdc chi dé trong quyén sach nay. 

(5) Chuan bi kién thitc dé giai quyét cAc bai todn thuc tién nhung chang bao 
gid dugc tan mat thay ching 14 mot viéc lam hét sttc v6 nghia. 


KHAC BIET THAN TRONG 


Day lA mot gido trinh chinh théng, nhung khong phai lA mot ban sao cia nhitng 
gido trinh khac. Toi vo citing ton trong nhiing gi da dugc cdc thé hé trudc gidng 
day, nhung déng théi van tin rang mét khéa hoc duong thdi hon sé day dude nhiéu 
diéu trudng ton hon. Gido trinh nay khac biét khong phai 6 viéc n6 “dé hon” hay 
“kh6o hon” hay “mang tinh ting dung hon”’—ma 1a 6 tinh than dim ndéi va noi mot 
cach thang than truc tiép. Toi hoan toan khong chap nhan dude y niém rang giai 
tich IA m6t m6n hoc qua kh6o déi véi cdc hoc sinh va sinh vién cia ching ta, ho&c 
qua xa réi thie tién cudc séng. Negudc lai, ching ta co thé day cho ho nhiing gi ho 
can-nhiing diéu ludn thay doi khong ngitng. 

Mot thay déi (dén tir bén ngoai) vé hudng di cia quyén sdch nay chinh 1a vé 
dién toan. Day 1A mot thay doi tét, va sé con thay ddéi tét hon nita. Gido trinh nay 
dude soan ra véi ¥ dinh cting cé cho xu hu6ng nay, ma khéng mang lai cém gidc 
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ép buéc. Cac dé hoa dude xay ding dua trén may tinh 1&4 m6t phudng thtic tuyét 
diéu dé thudng thttc cdc ham s6. Ching tdi dua vao lu6n cac vi du (va céc chucng 
trinh may tinh) bdi vi day 1A m6t hoat dong rat c6 gid tri. Nhung diéu nay sé kha 
ton thdi gian—dién todn khong phai lA mét giai phap toan dién. Nhitng van dé cia 
viéc hoc giai tich khong thé dugc gidi quyét chi bing mot cdi nhap chudt dude. 

Gido trinh nay hoan toan phi hop cho nhitng khéa hoc gidi tich duoc 
gidng day theo kiéu truyén théng. Phan ndi dung bé tro cho nhiing gi duoc 
giang day tai l6p, nhung theo mot huéng tiép cin mdi hon. Va téi tin rng viéc 
nhin nhan mot van dé mét cach thudng cuyén va r6 rang chinh 1a cdch dé thau 
hiéu no. 

Thay doi thit hai (dén tit bén trong) vé hudéng di ctia quyén sdch nay chinh 1A 
vé tinh toan hoc. Da s6 cdc ham sé mdi déu dugc tao ra tit m6t xich chang han nhu 
f(g(x)). Su that nay bi chon vii sau trong qué nhiéu gido trinh khac. Quy tac xich 
khong chi la mot cong thitc nao d6, va ham sé f(g(x))) = x khong chi tu nhién ma 
tdn tai nhu vay. Nhiing chi dé nay déu 1A nhitng chi dé v6 cing co ban ma ching 
ta khong nén bo sot. 

Trudng hop dac biét cia phép lap, khi f va g 1A mot va xich do ctt tiép dién, tao 
nén su héi tu ho&c phan ky hodc hén don. Dao ham n&m trong tam tay—m6ét ting 
dung hoan hao cia giai tich. Cac phép lap bat dau véi phuong phap cia Newton 
(cach tét nhat dé gidi cdc phuong trinh trong thuc té). Khi chang ta day nhiing 
diéu dé, ching ta dang day vé thuc té. Sau dé aa. gang gidi phuong trinh 
x? +1=0, va phuong phap cia Newton két thic trong hén don. 


Day chinh 1A mot théi khdc chuyén tiép. Gido trinh nay phai lA tua sdch khuyén 
khich cho nhitng ¥ tuéng mdi, trong khi van phai trung thanh vdi cau tric ma giai 
tich dude xAy ding nén. Chac chan cau tric nay van c6 thé duoc tinh gon hon niia. 
Va giao trinh nay cing cé thé dude tinh gon nhu vay. Ching ta khong can phai 
cam thay choang nggp bdi stte nang cia m6n hoc nay, dé thay dudc sttec manh cua 
no. Gido trinh nay van cé thé dudc tinh gian hon nit!) bang viéc loai bé mét sé 
chi dé, nhung tdi khong nghi ring tac gid tyfa sch nén 1a ngudi lam gido an. Day 
la mét dat nudc ma ban cé quyén lua chon ban muén day tht gi. 

Mot lan nita toi phai nh&c lai rang cdc thay ddi 1A rat than trong. Mot cudc 
céch mang rat c6 kha nang sé két thtc tai 2n P| Su tu tin cla ngudi day cing quan 
trong nhu cua ngudi hoc vay, va thi tu cua c4c chu dé trong quyén sdch nay cing 
vo cing thiét yéu—mén hoc nay khéng dudc tao nén tit su ngdu nhién. Trong tam 
c6 thé dude thay déi, trong khi cAch thitc van sé dude giit nguyén. Muc tiéu ciia 
toi la ho tro mot khoa hoc gidi tich truyén thong bang nhiing ¥ tuéng mdi. Quyén 
sach nay cting dudc danh cho mét khoa hoc “gon va truc quan,” hoac cac khéa hoc 
hoan chinh. 


UNG DUNG 


Toi hy vong dién tam dé 1& mot vi du hap dan. Vi du nay sé dudc dé cap lan 
dau tién trong Chung [3} va mot lan nita 6 Chuong 11, dé mo ta chuyén dong cé 
chu ky va cdc vector va hinh chiéu. Sinh hoc cfing c6 sti dung dén giai tich—nganh 


1Ching toi du dinh cho ra m6t gido trinh trong tuong lai danh cho cdc khéa hoc giai tich ngdn 
(nhung khong muén bi goi 1A Gidi tich cap téc). 
2Nd: Cac thay déi rat cé kha nang khong thay déi dude diéu gi ca. 
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quan ly va kinh té hoc ciing vay. T6i d& vo cing kinh ngac (dén bay gid toi mdi 
nhan ra) vé mttc do xuat hién thudng xuyén cla cdc dao ham trén céc td bao. Niém 
han hoan cia viéc hoc dudgc mét ng6n ngtt d6 chinh 1A nghe thay no dudc ndi ra va 
thay n6 dudc viét ra. 

Gido trinh nay muén huéng dén viéc két néi toAn hoc va c4c nganh hoc khac. 
Diéu nay dugc trinh bay trong nhiing vi dy ma ching tdi da chon ra va cdch ching 
toi trinh bay ching. Cac nganh khoa hoc va k¥ thuat déu 1A nhitng nguén vi du 
hoan hao. Téc do thay déi xuat hién 6 khap noi trong cdc b6 mon thé thao (va cac 
nganh kinh doanh). Ching ta khong thé cudng ép dua ra cdc ting dung—mét cau 
chuyén qué déng dai vé mot chi dé xa xdi lu6n khong dude dén nhan va lang nghe. 
Vi vay nhiém vu cla ngudi viét sch dé chinh 1A tao nén nhitng budéc dém vita dt 
va ro rang dé dan dat. Toi sé dé cap dén sau ting dung co thé xuat hién trong khoa 
hoc ho&c chi dé tham khao, va tat ca nhitng vi du nay déti hoan toan tiy y: 

(1) X&c suat (bao gém gia tri trung binh va phugng sai). 
(2) Cac s6 phitc (trong c4c phugng trinh vi phan) 
(3) Cac m6 hinh trong c4c nganh khoa hoc su s6ng: nganh hau can hay luat 
hanh dong tap thd} hay cac phuong trinh «mo[} 
(4) Todn tai chinh: lai kép, tién vay, tang trudng lién tuc vs. tang trudng rdi 
rac. “Giai tich kinh doanh” citing nén dudc xem 1a giai tich. 
(5) Cac phuong phap sé: phép lay tich phan, cuc dai va cuc tiéu, su hoi tu 
cua cac phép lap. Gidi tich tng dung. 
(6) Kinh té hoc: phugng trinh cung-caéu (mot cap déi lap hoan hao) khac véi 
su tdi da hoa Idi nhuaén cia mot hang d6c quyén. 
Cac nganh k¥ thuat va vat ly déu hién dién xuyén suét trong gido trinh nay—ching 
toi da bién soan ching m6t cach rat can than. Chuyén khao vé dai s6 tuyén tinh, 
va sau d6 vé phép téi wu héa cua f(x,y) phan anh tam quan trong to lén cia ching 
trong thuc tién. Quyén sach nay khép lai vGi mot thao luan vé cdc khéa hoc nao 
nén dudc theo hoc tiép. 


BO CUC 


Mot ngudi day nhiéu kinh nghiém sé nhan ra hai diéu vé gido trinh nay—thitt 
tu cia cAc chi dé rat gan véi cac gido trinh truyén théng khac, trong khi tig cht 
dé do lai c6 chtit gi do khA mdi mé. Khi mét ¥ tudng dudc nghi thong, mot nhan 
thttc méi sé luén tu nay sinh. Mét vi du cuc ky nho bé sé khép lai Muc[L.1] vi du 
nay noi vé dé thi cia m6t ham s6. Vi du nay hoi ly do tai sao X khong the lA mot 
dé thi, va nhitng chit cAi nao c6 thé 1A cac dé thi (Khong c6 nhiéu lam dau. Van 
c6 ché cho viéc tranh luadn.) Dé6i véi cAc ham ngudc, °F hay °C cing déu dugc thoi 


7 xO ss ‘ : 
chang qua khac nhau 6 cho 9 va 5° Doi véi mot ham s6 ttng khtc, ching ta dén 


vdi thué thu nhap. Ngay ca mot hop giay co thé tich ti da cudi cing cing phai cd 
m6t cai nap c6 sé do cé dinh. 

Thém vao d6 t6i cing dua ra nhitng quyét dinh nghiém tic ma t6i hy vong cdc 
ban sé ghi nhan va cho phép. Cac ham sine va cosine dudgc gidi thiéu kha s6m. Giai 


3Nd: Luat hanh dong tap thé trong héa hoc phat biéu rang téc dé phan ting héa hoc ty 1é thuan 
v6i nong do phan tit cua cdc chat phan ting. 
4Nd: Cac phuong trinh “MM” (Michaelis-Menten) trong sinh hoc m6 ta téc dé phan ttng enzyme 
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tich phu thudc rat nhiéu vao mot sé rat it cAc ham s6 (v6 cing ft). Ching chi 
duoc hiéu khi dugc ding dén. Ching tdi giai thich va thudng xuyén 6n tap lai 
ching—ditng nghi dén viéc cé mot tri nhé hoan hao, hoac cé gang hiéu dude toan 
bo ching cing mot lic. M6t ngudi hoc c6 thé so sanh 27 va j? and 2j truéc khi cac 
ham sé mi dudc hodn toan xc dinh. Khi 2” xuat hién, dao ham ctia no sé dude 
tim ra trong hai buéc: dau tién 1a dudi dang c2”—nhan manh vao ¥ nghia ctia viéc 
c6 duge dy/dx ty 1é thuan véi y—sau d6 ching ta tim thay hang sé c (theo e). 

N6 luc khao sat e” dugc dén dap mot cach xting dang. N6 1A ham sé quan trong 
nhat ting dudc tao ra bdi gidi tich. Logarithm gitp lp nhttng khoang trong gitta 
céc tich phan, nhung dé dua vao ting dung, khong gi cé thé qua dude e”. 

Mot phan ciia giai tich 1A danh dé noi vé nhting ham sé cu thé nay. Phan con lai 
cia giai tich lai khéi quaét hon—nd6i vé y(x) va dy/dx. Ching lién hé véi nhau kha 
sau, nhung ching ta hoan toan c6 thé cham dén dugc. Gido trinh nay tap trung vao 
nhitng ¥ tudng then chét hon 1& nhitng vi du phitc tap. Ludn cé van dé dé ching ta 
di tim gidi phap, nhung nhiing giai phap d6 khéng can phai qué céng kénh phttc 
tap. Tai sao lai phai lam lu mé di m6t mon hoc dep dé nhu vay bang nhitng nang 
né khong dang c6? Toi ludn né6 luc dé khién cho gido trinh nay nhe nhang va tinh 
té hon, cA vé phan hén lan ndi dung. 

Toi bi thuyét phuc béi long tin ring mot gido trinh hay mot khéa hoc van c6 
thé day tinh hitng khdéi va nhaén ban ma khong lam mat di muc tiéu cao ca cia 
no—dé day todn hoc thuc thu. Gidi han nim 6 trai tim cia gidi tich, mot khai 
niém khong dudc phép bd qua (hay say mé qué). Ching toi lun chi ¥ dén tinh 
logic ding sau nhitng cac ti “can” va “dt” va “khi va chi khi.” Khi mot chttng minh 
dudc can dén, ching t6i cing khéng quén no. Todn hoc luén hién hitu—chi la khong 
thé bé qua van dé quan trong cua cOng tac giang day do chinh 1a tim ra thdi diém 
thich hgp cing nhu su truyén dat thich hgp. 


LOI TRI AN DAC BIET 


DA c6 rat nhiéu ngudi hao tam dong g6p sttc minh cho gido trinh nay. Toi tin 
rang ho biét cong trinh nay dudc tran quy dén bao nhiéu. Déi véi phan day tht tai 
l6p, Dan Drucker 6 Dai hoc Bang Waynd| la mét ngudi day hoan hao—ngudéi luén 
diing ra bao vé tinh truyén théng cua giai tich. Déi v6i phan phé binh, Bob Lynch 
6 Dai hoc Purdud)|]a mot bac thay. Hang ngan diéu nhé van co thé tao nén su khac 
biét, khi mA m6t quyén sdch dudc ding ngay qua ngay. Cdn c6 ngudi—hoan toan 
bat ngd—chi ra viéc can phai viét lai rat nhiéu céu ci trong gido trinh nay. Darien 
Lauten da gitp tdi md mang tam mat dé thay dudc mot ngudi gido vién gidi 6 mot 
trudng trung hoc pho thong 6 New Hampshire c6 thé lam dugc nhiing gi. Mot diéu 
nia, cAc lép giai tich tai tru@ng Trung hoc Pho thong Oyster Rivet] chi chap nhan 
mot diéu d6 lA su r6 rang minh bach. Gido trinh nay dudc soan thao véi chi dich 
dudc tiép nhan mét cdch hét sttc cé nhan, day citing chinh 1A hudng tiép cin ma 
nhitng nguoi dong gdp sttc minh gido trinh da thuc hién. Nhting binh luan cua ho 
di an danh nhung lai v6 citing than thién, va ching da lAm thay déi gido trinh nay. 


5Nd: Dai hoc Bang Wayne (tiéng Anh: Wayne State University). 
6Nd: Dai hoc Purdue (tiéng Anh: Purdue University). 
Nad: Trudng Trung hoc Phé thong Oyster River (tiéng Anh: Oyster River High School). 
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Co mot ngudi hiéu dude mttc do thudng xuyén nhiing trang sAch nay dude soan 
thao. T6i mu6én cam dn Sophia Koulouras vi nhttng hé tr¢ khong ngttng cla c6—c6 
ay da truyén dong luc cho tdi tit dau cho dén cudi qua trinh soan thao. 

Toi cing muén bay td, mot cAch r6 rang nhat, niém hanh phic cia ban than 
toi trong suét ba nim vita qua. D6 1A nhd vao nhiing céng hién déc déo va khong 
thé dong dém dude ctia Jill. Cac ban c6 thé cam nhan dudc niém han hoan nay 
qua titng trang sAch. Gido trinh nay xin dudc phép danh tang cho cé ay cing nhu 
danh tang cho cdc ban doc gid cia toi—citing véi 16i cAm dn chan tinh nhat. 


Gilbert Strang 


CHuoNG 1 
Nhap mon Giai tich 


1.1. Van téc vA Quang dudng 


Cach tét nhat dé md dau mot cuén sach giai tich 1A khdi dong bang nhitng tinh 
toan. Hai bai todn dudc dua ra trong chuong nay ciing chinh 14 nguyén nhan sinh 
ra giai tich. CAc cau héi ctia hai bai todn dé va tam quan trong ctia cau tra 1éi cfing 
sé dudc tim thay trong chudng nay. Con rat nhiéu thit dang ché doi ching ta trong 
nhitng chutdng con lai, thé tai sao ching ta lai chuta bat dau nhi? 

Cuén sdch nay bat dau véi mét vi du quen thudc véi bat ky ai da ting li xe 
hoi. N6 chinh 1A mét vi du vé giai tich trong thuc té—ngudi lai xe chttng kién dudc 
tng dung cia daém trén gid. Dai lugng thdi gian c6 mat trong giadi tich. Vi du nay 
1A vé mdi quan hé gitta toc dé ké va hanh trinh ké. Mot cai do téc do (hodc van 
téc); cdi con lai do quang dudng di duoc. Ching ta sé viét v d6éi véi van téc, va 
f déi vdi quang dudng xe hoi da di. Hai dai lugng nay nim canh nhau trén cing 
bang diéu khién xe hoi: 


o199fq 





Hinu 1.1.1. Van tic v va tong quang duéng f (tai mot thai diém). 


Chi ¥ rang cdc don vi do ludng 1a khdc nhau déi vdi v va f. Quang dudng f 
dugc do theo kilometer hoc dim (6 Hoa Ky, ngudi ta thuéng ding dim). Van téc 
uv dude do theo km/hr hoac dém trén gid. Dai lugng thdi gian c6 m&t trong van t6c 
nhung khong hién hitu trong quang dudng. Méi cong thitc dé tinh v tit f sé c6 f bi 
chia béi théi gian. 

Cau hoi chinh cia gidi tich dé la méi quan hé gitta v va 


f 
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Liéu ban c6 thé tim dude v néu da biét f, va ngudc lai, va Am nhu thé nio? Néu 
ching ta biét dugc van téc trén toan bé hanh trinh cua xe hoi, ching ta sé tinh 
dude tong quang duéng duéng da di. Noi cach khac, néu ghi chép tic do ké 1a day 
dui nhung ghi chép hanh trinh bi mat, thong tin cia ghi chép hanh trinh ké van c6 
thé dude phuc héi. Mét cach dé thuc hién diéu nay (ma khong can dén giai tich) 
do 14 lAp dat mot hanh trinh ké mdi vao xe hdi va lai xe hoi di lai hanh trinh da di 
tai ding cdc téc do da di. Cach nay xem ra khé ma thuc hién dugc; cach ding dén 
giai tich c6 thé dé hon. Nhung diém quan trong 1a thong tin luon 6 dé. Néu ching 
ta biét moi thi vé v, phai cé mdt phuong phap dé tim f. 

Diéu gi sé xay ra theo tinh hudng ngu¢c lai, khi da biét f? Néu ban da cé mot 
ghi chép hoan chinh vé quang duéng da di, liu ban c6 thé phuc héi lai dude van 
t6c hoan chinh hay khong? Vé nguyén ly, ban ta cé thé lai xe hoi, lap lai lich sit 
hanh trinh, va doc dude téc dé. Mot lan nita, ching ta phai cé m6t cAch tét hon. 

Toan b6 déi tugng cia gidi tich duoc xay dung trén moi quan hé gitta v va f. 
Cau héi dude dat ra 6 day khong han 1A khong lién quan, sau d6 cuén séch nay sé 
tré nén rat quan trong va todn hoc sé bat dau nhap cudc. Ngudc lai, bay gid tdi 
dang rat nghiém tuic—va todn hoc da bat dau nhap cuéc roi. Ching ta can phai 
biét cAch lam thé nao dé tim van téc tit lich stt cia quang dudng. (D6 dude goi la 
phép lay vi phan, va no la ¥ tuéng chinh cia gidi tich vi phén). Chung ta citing 
mu6n tinh quang dudng tit lich sit cia van téc. (D6 dude goi no 1A phép lay tich 
phan, va 1a muc dich cua gidi tich tich phan). 

Phép lay vi phan di tw f tdi v, phép lay tich phan di tir v tdi f. Ching ta trudéc 
tién nhin vao cac vi du ma cé thé tinh dudc va hiéu dude nhting cap dai lugng nay. 


VAN TOC HANG 


Gia stt rang van téc dudc cé dinh tai v = 60 (dim trén gid). Khi dé f tang theo 
tdc dé hang nay. Sau hai gid, quang dudng la f = 120 dim. Sau bén gid, quang 
dudng 1a f = 240 dam, va sau ¢ gid, quang dudng 1a f = 60t. Ching ta ndi rang f 
tang tuyén tinh theo thdi gian—d6 thi cia no 1A mot duéng thang. 


van téc v(t) khoang cach f(t) 
240 






60 v = 60 = 6 sO g6c = —— = 60 








Dién tich = 240 ! 


thdi gian t¢ thdi gian ¢ 





Hinu 1.1.2. Van téc hing v = 60 va quang dudng tang tuyén 
tinh f = 60t. 


Chi ¥ rang xe hoi trong vi du nay khdi hanh tai van téc day du. Chiéc xe hoi 
khong mat thdi gian tang téc dé dat téc do do. (Van téc nay 1A mdt “ham bac 
thang.”) Ngoai ra liu ¥ rang quang duéng bat dau tai khong hay hanh trinh ké bat 
dau tai khéng; diéu nay cé nghia 1a chiéc xe 1A hoan toan mdi. Nhitng quyét dinh 
nay lam cho cdc dé thi cia v va f trd nén hét sttc gon gang. D6 thi cia v 1A dudng 
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60 






Dién tich 30 


=50) ae Ses a ees -v=—30 





HinuH 1.1.3. Cac duéng thang f = 20+60t (do déc 60) va f = —30 
(d6 déc —30). 


thang nam ngang v = 60. D6 thi cia f 1A duéng thang nam nghiéng f = 60t. Méi 
lién hé nay cta v, f,¢ chi can dig dai s6 chit chua can giai tich. 
néu v la hang va f bat dau tai 0, khi dé f = vt. 

Truong hgp ngugc lai cing ding. Khi f tang tuyén tinh, v lA hang. Phép chia bdi 
thoi gian dua ra hé s6 goc. Quang dudng 1a f; = 120 dim khi thdi gian lA t; = 2 
gid. Sau do fo = 240 tai tg = 4. Tai hai thoi diém nay, ty s6 f/t déu 1A 60 dim/gid. 
Vé mat hinh hoc, van téc la hé s6 géc cia dé thi quang dudng: 

_ 80 gia trong quang duéng __ vt 


hé so goc 





; =v. 
so gia trong thdi gian t 
Hé 86 goc ctia f-d6 thi dua ra v-dé thi. Hinh cho thay thém hai kha nang: 
(1) Quang duéng bat dau tai 20 thay vi 0. Cong thitc quang dudng thay ddi 
tit 60t thanh 20+ 60t. S6 20 bi mat di khi ching ta tinh sé gia trong dudng 
di—nén hé sé géc van 1a 60. 
(2) Khi v 1A am, do thi cia f di ruéng. Chiéc xe di theo hudéng ngu¢c lai va 
hé s6 géc cua f = —30¢ lA v = —30. 
Toi khong nghi téc do ké c6 thé chay xu6ng dudéi 0. Nhung viéc lai xe di thut lui 1A 
khong an toan. Néu ban di di nhanh, hang Toyota tuyén bé rang ho cho cdc “gid 
tri tuyét déi”—téc d6 ké bao +30 khi van téc 1A —30. Déi vdi hanh trinh ké, theo 
toi dude biét, sé dttng chay, trong khi theo ly thiét, né phai chay ngudc laif'] 


VAN TOC vs. DUONG DI: DO DOC vs. DIEN TICH 


Ching ta lam thé nao dé tinh f tiv v? MAu chét ctia cau hdi nay 1A thay dude f = vt 
trén céc do thi. Ching ta nén bat dau véi dé thi cia v va tim hiéu dé thi cha f. 
Két qua that ngac nhién, dai lugng ngudc véi hé sé géc chinh la dién tich. 


1Didu nay thuc su xay ra trong b6 phim Ky nghi cia Ferris Bueller (tiéng Anh: Ferris Bueller’s 
Day Off), khi nhan vat ngudi anh hing bi mat 1éi di chiéc xe thé thao cia cha anh ta, con sé trén 
trén hanh trinh ké tang lén. Lic tré vé nha, dé ngudi cha khong biét rang anh da lai chiéc xe di, 
anh ta treo chiéc chiéc xe lén va chay lii dé hanh trinh ké chay ngucc tré vé gia tri ban dau. Toi 
khong ro liéu cach nay co thuc su lam cho hanh trinh ké chay ngudc lai trong thuc té hay khong. 
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v(t) = hé sé goc cia f(t) f(t) 
3V 











van t6c V van toc —V 
dién tich 
3V 





3 








dién tich 
—3V 


HiNH 1.1.4. Cac van téc +V va —V dua ra chuyén dong di tdi 
va lui, két thuc tai f(6) = 0. 


Quang duéng f la dién tich phia du6i dé thi v. Khi v lA hang, mién phia 
duéi dé thi nay lA mét hinh chi nhat. Chiéu cao ctia no 1a v, chiéu rong 1a t, va 
dién tich cia no 1A v lan t. Day chinh 1A phép lay tich phan, dé di tit v tdi f bang 
céch tinh dién tfch. Ching ta dang xem xét hai viéc trong s6 cdc viéc quan trong 
cua giai tich. 

PHAT BIEU 1.1.1. Hé s6 géc cua f-d6 thi dua ra van téc v. Dién tich phia duci 
dé thi v dua ra quang dudng f. 


Diéu nay chac chan khong dé giai thich, va toi dA do dy kha lau truéc khi viét n6 
trong muc dau tién nay. Cach t6t nhat dé thau hiéu van dé do 1A xem xét nhiéu 
vi du hon. Nhin chung, diém chi yéu ctia giai tich dé 1A lam viéc véi cdc van téc 
khéng hang, va tit bay gid, v cé nhiéu gid tri. 

Vi DU (Di tdi va lui). Day 1A mot chuyén dong dé hiéu. Mot chiéc xe hoi di tdi 
vdi van téc V, va di lui tai cing téc do do. Chinh xac hon, van téc trong phan thi 
hai hay phan di lui la —V. Néu phan di tdi dién ra cho dén t = 3, va phan di lui 
tiép tuc cho dén t = 6, chiéc xe sé tré lai noi né da khdi hanh. Tong quang 
dudng sau ca hai phan sé 1A f = 0. 


D6 thi cia v cho thay cdc van t6c +V va —V. Quang duéng bat dau vdi hé sé 
goc +V va dat f = 3V. Khi do xe bat dau di lui lai. Quang duong di di xuéng véi 
hé sé goc —V va trdé vé f =0 tait =6. 

Chu ¥ vé ¥ nghia ca viéc nay. Tong dién tich “phia dui” v-d6é thi bang 0! Mot 
van téc 4m lam cho dé thi quang dudng di xudng (hé s6 géc 4m). Chiéc xe dang 
chuyén dong theo hudng ngugc lai. Dién tich dudi truc hoanh trong v-dé thi 
duoc xem la Gm. 


HAM SO 
Vi du di tdi-di lui nay dua ra mét thuc té vdi mot ¥ tudng cuc ky quan trong—khai 
niém cia mot “ham s6”. Ching ta ding ¥ tudng nay dé gidi thich cdc ham s6: 
S6 v(t) la gid tri cia ham 86 v tai thoi diém t. 

Théi diém ¢ la d@u vao cho ham sé nay. Van téc v(t) tai thai diém do 1a dé@u ra. 
Hau hét moi ngudi néi “v cia t” khi ho doc v(t). S6 “v cia 2” 1a van téc khi t = 2. 
Vi du di tdéi-di lui cé v(2) = +V va v(4) = —V. Ham sé nay chifa toan b6 lich stt 
hanh trinh cua chiéc xe, nhu mét bd nhé ma cé mot ghi chép cua v tai ting t. 
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That dé dang chuyén déi chuyén dong di tdi-di lui nay thanh mot cong thitc. 
Day 1a v(t): 
+V néu0<t<3 
u(t) = 4? néut =3 
-V néu3<t<6 


Vé phai chita cdc quy tac dé tim v(t). Dau vao t dudc chuyén déi thanh dau ra +V 
hoac —V. Van téc v(t) phu thudc vao t. Trong trudng hdp nay, ham sé 1a “gidn 
doan,” bdi vi c6 cac bude nhay xen ngang tai t = 3. Van toc khéng duoc xac dinh 
tai thoi diém dé. Khong cé v(3). (Ban cé thé xem v 1a 0 tai budc nhay nay, nhung 
diéu nay lai dan dén truc trac.) D6 thi cua f co mot diém goc, va ching ta khong 
thé dua ra hé sé g6c cua no. 

Bai toan nay citing lién quan dén mot ham sé thit hai, cu thé lA quang dudng. 
Neguyén ly dang sau f(t) cfiing tuong tu nhu nguyén ly dang sau v(t): f(t) 1A quang 
dutng tai thai diém t. No 1A quang dudng di tdi sau citing, va mét lan nita cAc quy 
tac dé tim ham s6 thay doi tai t = 3. Trong chuyén dong di tdi, f(t) = Vt nhu 
trudéc day. Trong ntta duéng di lui, mét phép tinh dugc xay dung thanh cong thitc 


cho f(t): 
Vt néud<t 
I) = an néu3<t 


Tai thoi diém thay déi gitta hai quy tic tim ham sé, vé phai dua ra hai quy tac 
(mot quy tac trén ting hang). Day 1A mot vi du khong hay nhung né lai théa man: 
f(3) = av P Ham quang dudng 1a “lién tuc.” Khong c6 budéc nhay trong f, ngay ca 
khi cé budc nhay trong v. Sau t = 3, quang dudng giam do —Vt. Tai t = 6, huong 
dan tht hai dua ra f(6) = 0. 

Chi ¥ thém mot s6 thit. Cac ham dugc cho béi cdc dé thi trudc khi ching dude 
cho bdi cdc cong thitc. Cac dé thi cho ban biét f va v tai mdi thai diém t—doi khi 
no cdn rd hdn ca céc cong thite. Cac gid tri f(t) va v(t) cing c6 thé dude cho béi 
cdc bang ho&c cdc phudng trinh hoéc mét tap hdp gdm cdc quy tac. (Trong cAch 
nao d6, moi ham sé déu 1A cAc quy t&c—ham s6 cho ching ta biét cAch tim f tai 
thdi diém t). Mot phan ctia viéc hiéu f do 1a biét vé moi dau vao va dau ra cia 
no—mién xdc dinh va ving gia tri cia no. 

Mién xac dinh cia mét ham sé la tap hop gém cdc dau 

vao. Ving gid tri la tap hop gom cdc dau ra. 
Mién xdc dinh cia f bao gdm tat ca cdc thai diém 0 < t < 6. Ving gid tri bao 
gom tat ca céc quang duéng 0 < f(t) < 3V. (Ving gid tri cla v chi chitta hai van 
t6c +V va —V.) Chiing ta bay gid nhac dén, va sau nay nhac lai, rang méi ham 
so “tuyén tinh” déu c6 mot cong thitc f(t) = vt + C. Dé thi cua no 1a mot dudng 
thang va v lA hé sé géc. Hang sé C di chuyén dudng thang lén va xudng. No diéu 
chinh dudng thang di qua bat ky diém ban dau duce cho trudc nao. 


TOM TAT: NOL THEM VE CAC HAM SO 


Liéu tdi c6 thé tap hap lai cac ¥ tudng dugc dua ra bédi vi du nay hay khéng? Ching 
ta da c6 hai ham sé v va f. Mot ham s6 lA van téc, ham s6 con lai lA quéng dudng. 
Timng ham s6 nay déu c6é mot mién «zéc dinh va mot vung gia tri,va quan trong 


2Mot ham sé chi cho phép c6 mot gid tri f(t) hodc v(t) tai ting thdi diém t. 


18 1. NHAP MON GIAI TICH 


mién gia tri f(t) =2t4+1 





mién xdc dinh 
0 t 


mién xac dinh 1 





HinH 1.1.5. Viéc trit 2 khdi f anh hudng dén ving gi tri. Viéc 
trit 2 khéi t Anh huéng dén mién x4c dinh. 


nhat 1A mot do thi. Ddi véi f-d6 thi, ching ta di nghién citu hé s6 géc (ma déng 
nhat vdi v). Déi vi v-dé thi, ching ta da nghién citu dién tich (ma dong nhat véi 
f). Giai tich sinh ra cdc cp ham s6, va cuén sdch nay sé cho ban thay nhiéu c&p 
ham s6 nhu vay: 


trong dau vaot > hamsé f —- ddura f(t) trong 
mién dau vao2 —+ hamsé6 v + dau ra v(2) vung 
xdc dinh dau vao7 — f(t)=2t+6 — ~~ f(7)=20 gid tri 


LUU Y VE DINH NGHIA CUA MOT HAM SO. Y tung ding sau ky hiéu f(t) 1A 
rat quan trong di véi todn hoc vi khong phai thit gi citing c6 thé dude giai thich 
hét bang loi! Theo dinh nghia, mét ham sé lA mot “quy tac” mA g4n mot phan tt 
cla ving gid tri cho ting phan tit cla mién xc dinh. Ho&c, mét ham sé 1A mot tap 
hep gdm cdc cp (t, f(t)) ma khong c6 t nao xuat hién hai lan. (Day 1a cdc “cap 
thit ty” bdi vi ching ta viét t trudc f(t)). Ca hai dinh nghia nay déu dGng—nhung 
vé m&t nao d6é ching lai qua thu dong. 

Trong thuc té, diéu quan trong chinh 1a phan chi dong. S6 f(t) dude sinh ra 
ttt sé ¢. Ching ta doc mét dé thi, thé vao mét cong thtic, gidi mot phudng trinh, 
chay mot chudng trinh may tinh. Dau vao t dugc “Anh xa” tdi dau ra f(t), ma 
thay déi khi ¢ thay déi. Gidi tich JA bo mén nghién cttu vé téc dé thay dédi. Téc 
do thay ddi nay 14 chinh 1A ham sé con lai cia ching ta, ham sé v. 

Viéc thay duoc su khac biét gitta f(t) — 2 va f(t — 2) ngay tit dau 1a kha kho. 
Ca hai ham s6 nay déu 1a céc ham mdi dugc tao ra tit ham géc f(t). Trong f(t) —2, 
ching ta trit 2 khdi toan b6 cdc quang dudng. Diéu nay tinh tién toan b6 dé thi 
di ruéng. Trong f(t — 2), ching ta trit 2 khdi thdi gian. Diéu nay tinh tién dé thi 
di sang phai. Hinh|1.1.5|cho thay hai phép tinh tién nay, bat dau tw f(t) = 2¢+ 1. 
Cong thtic dé tim f(t — 2) do lA 2(t — 2) +1, ma 1A 2t — 3. 

Mot may tinh cam tay c6 chttc nang vé dé thi citing cé thé di chuyén dé thi, 
khi ban thay déi ctta sé nhin trén may tinh cam tay do. Ban c6 thé chon bat ky 
hinh chit nhat A <t < B,C < f(t) < D nao. Man hinh chi hién thi d6 thi tai ctta 
so nhin do. Nhung trén may tinh cam tay d6, ham s6 f(t) van gitt nguyén. Chi cd 
truc hoanh bi thay doi ty 1é. 
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Co thém hai cach nita dé thay ddi mot ham s6. (Ching ta lu6n muén tao ra 
céc ham méi—toan hoc chinh 1a tao ra nhting tht méi ti nhting céi da cd). Thay 
vi viéc trit hay cong, ching ta c6 thé nhan quang duéng bdi 2. Hinh|1.1.6]cho thay 
2f(t). Va thay vi tinh tién thdi gian, ching ta c6 thé tang toc thdi gian. Ham sé tré 
thanh f(2t). Két qua thu dugc la tién trinh xd4y ra nhanh gap doi (va chi vdi mot 
niva thdi gian so véi ban dau). Trén may tinh cam tay, nhting thay déi nay tuong 
ting vdi chitc nang “thu phéng'}—tren truc f hay truc t. Ching ta sé s6m quay 
lai vdi chifc nang “phong to va thu nho.” 


6 


ving gia tri 










f(t) =2t+1 2 
hé s6 gdc 2 


f(2t) =4t+1 
hé s6 goc 4 


ving gia tri 


mién xac dinh 





0 
mién xdc dinh 1 1/2 


HinH 1.1.6. Gap doi quang dudng hodc tang téc do gap déi sé 
gap doi hé s6 géc. 


BAI TAP 1.1 


MGi muc cua cuén sdch déu chtia cdc titng trudng hop, vla__e cua dé thi cia f. 


cdc céu hdi dién tiv vao ché tréng. Khi_f la am, déthictia _g _ dixuéng. 

Chiang cho phép ban tu rit ra cdc Trong trudng hgp do, dién tich phia dudi dé 

diém chinh trong muc d6—day la mot thi v dugc xem 1a __h 

cach hoc cht: déng hon so véi viéc doc ; 

mot tom tat. Day co 1é 1a cach tét nhat Chuyen dong di tdi tir f(0) = 0 tdi 

dé ghi nhé nhiing ¥ tudng quan trong. f(2) =10c6v=_ i. Sau do chuyén dong 
di lui téi f(4) =0c6v=__j_. Ham quang 

Bat dau tiv f(0) = 0 tai van téc hing v, dudng 1a f(t) = 5¢ déi vai0 <t < 2 va sau 





ham quang dudng la f(t) = _a_. Khi_ do la f(t) = __k__ (chit khong phai —5¢). 
f(t) = 55t, van tc lAv =__b_. Khi f(t) = Céc hé sé goc lA _1 va _m_. Quang 
55t+1000, van t6c van lA __c_ va gid tritai duéng f(3)=__n_. Dién tich phia duéi v- 


thdi diém khdi hanh la f(0) =__d__. Trong dé thi cho dén théi diém 1.51A 0. Mién 


3Nd: Chitc nang thu phéng (tiéng Anh: zoom) 
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xac dinh cua f la khoang thdi gian__p__, va 
ving gia tri la khoang quang duéng __q__. 
Ving gid tri cua v(t) chi la or 
Gia tri cua f(t) = 3t+1 tai t = 2 

la f(2) = __s_. Gia tri 19 bang f(__t_). 
Hiéu f(4)—f(1) =__u_. D6 14 86 gia trong 
quang dudng, trong khi 4— 1 14 sé gia trong 

v_. Ty s6 ctia nhiing sé gia nay bang 

w,machinhla__x __ cta dé thi. Cong 
thitc déi vdi f(t) + 2 18 3t +3 trong khi 
f(t+ 2) = __y__. Cac ham sé nay c6é cing 

z_ voi f : dé thi cua f(t) + 2 dugc tinh 
tién A va f(t+2) dudc tinh tién __ B 
Cong thitc déi vdi f(5t) 14__C_. Cong thttc 
déi véi 5f(t) la _D__. Hé 86 géc nay da 
nhay tt 3 lén _E 


Tap hgp gdm cac dau vao cho mét ham 
sé chinh 1a __F _ ctia no. Tap hdp gém cac 
dau ra chinh lA __G___ctia nd. Cac ham sé 
f(t) = 7+3(¢-2) va f(t) = vt +C la_H 
Cac dé thi cha ching 1a I _ vdi cdc hé sé 
goc bang _J_—sva _K__. Ching cing la 
mot hamsé,néuv=_L vaC=_M 
Ve dé thi van téc ting vdi ting dé thi 
quang duGng. 


ass Ue Us 
f f 
60 20 
t t 
2 4 6 1 2 
1.1.2. 
30 4f f 
20 1 
10 2b 





10 20 30 T 2T 3T 


1.1.3. Viét ra cc céng thitc ba phan 
déi véi cdc van téc u(t) trong Bai tap 2, bat 
dau tit v(t) = 2 déi voi 0 < t < 10. 

1.1.4. Quang dudng trong 1b bat dau 
véi f(t) = 10 — 10t di voi0 <t <1. Dua 
ra mot cong thtic cho quaéng duéng thi hai. 

1.1.5. Trong khoang gitta cia dé thi 
2a, tim f(15), f(12) va f(t). 

1.1.6. Trong dé thi 2b, tim (1.47). 
Néu T = 3, héi f(4)? 

1.1.7. Tim téc dé trung binh giita 
t =0 vat = 5 trong dé thi la. Hdi téc do 
tai t = 5? 


1.1.8. Hdi téc do trung binh giita t = 0 
va t = 2 trong dé thi 1b? Téc dé trung binh 


‘ 1 
bang 0 gittat= 5 vat= 


1.1.9 (duoc khuyén nghi). Mot chiéc xe 
hoi chay tai t6c dd v = 20 dam thang vao 
mot btic tudng gach tai quang duéng f = 4. 
Dua ra cdc cong thttc hai phan déi vdi v(t) 
va f(t) (trudc va sau), va vé cdc dé thi. 


1.1.10. Vé cdc dé thi hop ly cha v(t) 
va f(t) khi 

(a) ngudi tai xé lui xe, ditng lai dé sang 
sd, roi di nhanh vé phia truséc; 

(b) ngudi tai xé di cham xuéng 55 vi 
thay c6 xe canh sat. 

(c) trong mét pha sang s6 sdng, chiéc 
xe nhay chém vé phia truéc; 

(d) ngudi tai xé dgi dén giao thong 
chuyén sang mau xanh. 


1.1.11. Tai khoan ngan hang cua ban 
kiém 14i don trén sé du dau ky f(0). Hoi lai 
suat trén m6i nim? 


120 
100 F(t) 100 


t t 
1 2 1 2 


1.1.12. Dan sé cia trai dat dang tang 
dan tai v = 100 triéu mot nam, bat dau tit 
f =5.2 ty vao nim 1990. Vé dé thi f(t) va 
tim f (2000). 

Vé dé thi quang dudng ting vdi ting 
dé thi van téc. Bat dau tiv f = 0 tai 
t=0 va danh dau quang duGng. 


1.1.13. 


30 


—30 





1.1.15. Viét ra céc cong thitc déi véi 
v(t) trong Bai tap 14, bat dau vdi v = —40 
véi 0 <¢ < 1. Tim cdc van téc trung binh 
v6oit=2.5 vat = 3T. 

1.1.16. Dua ra cdc céng thttc 3-phan 
déi vdi cdc dién tich f(t) phia dudi v(t) 
trong 13. 
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1.1.17. Quang duéng trong 14a bat 
dau véi f(t) = —40t déi vai0 <t <1. 
Tim f(t) trong phan khac, ma di qua f = 0 
tait = 2. 

1.1.18. Vé cdc dé thi van téc va quang 
dudng néu v(t) = 8 dédi vdi 0 < t < 2, 
f(t) =20+t doi voi2<t<3. 

1.1.19. Vé cdc dé thi thé cha y = /x 
vay = Vx—4 vay = Vax — 4. Ching 1A 
cAc “nita parabola” vdi hé sé géc vo han tai 
diém khdi hanh. 





1.1.20. Hdi diém hda vén néu x cuén 
nién gidm c6 chi phi san xuat 1A $12004+ 302 
va doanh thu 1a 40x? Hé sé géc cia duéng 
chi phi la (chi phi dé c6é thém mot 
cuén). Néu no di phia trén , ban 
khong thé hoa vén. 

1.1.21. Héi mién xdc dinh va ving gid 
tri cua cac ham quang dudng trong 14a va 
14b—moi gid tri cha ¢ va f(t) néu f(0) = 0? 

1.1.22. Hoi ving gia tri cia u(t) trong 
14b? Tai sao t = 1 khong nam trong mién 
xac dinh cua v(t) trong 14a? 

Cac bai tap |1.1.23}1.1.28) lién quan 
dén cdc ham tuyén tinh f(t) = vt +C. 
Tim cdc hang sé v va C. 

1.1.23. Ham tuyén tinh nao c6é f(0) = 
3 va f(2) =—11? 

1.1.24. Tim hai ham tuyén tinh cd 
mién xdc dinh 1A 0 < t < 2 va c6 ving 
gid tri IA1 < f(t) <9. 

1.1.25. Tim ham tuyén tinh vdi f(1) = 
4 va hé 86 goc 6. 

1.1.26. Ham sé nao co f(t +1) = 
f(t) + 2? 

1.1.27. Tim ham tuyén tinh véi f(t + 
2) = f(t) +6 va f(1) = 10. 

1.1.28. Tim ham sé f = vt c6 f(2t) = 
4 f(t). Chitng td rang mdi f = sat? déu c6 
tinh chat nay. Dé di gdp lan vé 
dudng di trong trong thdi gian gap déi, ban 
phai gia téc. 

1.1.29. Vé dé thi cia f(t) = |5 — 2t| 
(gid tri tuyét déi) déi véi |t| < 2 va tim cac 
hé sé géc va ving gia tri ctia nd. 


1.1.30. Vé dé thi cha f(t) =4—-t—- 
|4 — t| déi vai 2 << t < 5 va tim cdc hé sé 
goc va ving gia tri cua no. 


1.1.31. Gia stt v = 8 cho dén thi diém 
T, va sau dé v = —2. Bat dau tit 0, khi ndo 
f tré lai bang 0? Dua ra cdc cong thie déi 
véi u(t) va f(t). 


1.1.32. Gia st v = 3 cho dén théi 
diém T = 4. Van téc mdi nao sé kéo theo 
f(7) = 30 néu f(0) = 0? Dua ra cdc cong 
thite déi vdi u(t) va f(t). 


1.1.33. Ham sé F(C) nao chuyén déi 
nhiét do Celsius C sang nhiét do Fahrenheit 
F? Hé sé goc la , caing chinh 1a sé 
d6 Fahrenheit tuwong duong vdi 1°C. 


1.1.34. Ham sé C(F) nao chuyén doi 
do Fahrenheit sang dé Celsius (hay do bach 
phan), va hdi hé sé géc ctia n6? 


1.1.35. Ham sé nao chuyén déi khéi 
lugng w dudc do theo gam (gram) sang 
khéi lugng f(w) dudc do theo kilogam? Giai 
thich hé sé géc cha f(w). 


1.1.36. (Béo thang 3 nim 1989) Mudi 
gid sau tai nan, néng dé cén dude ghi nhan 
1a .061. Néng do cdn trong mau dudc thai 
ra 1a .015 trén mét gid. Hdi néng dé cén tai 
thai diém xay ra tai nan? Bao lau sau do 
nong do cén gidm xu6éng con .04 (mitc téi 
da dudc quy dinh bdi Luc lugng Bao vé BG 
bién Hoa Ky)? Gidi han thong thudng cho 
tai xé 1A .10 phan tram. 

Cac diém nao giita t = 0 va t = 5 cé 
thé thudc mién xc dinh cia f(t)? V6i 
mién xac dinh nay, tim ving gia tri 
trong [LT S7[L-T.42] 
1.1.37. fi) = 


1.1.38. f(t) =1/Vvt-1 
1.1.39. f(t) = |t—4| (gid tri tuyét déi) 


1.1.40. f(t) =1/(¢- 4)? 





) 
1.1.41. f(t) = 2° 
) 


1.1.42. f(t 


4Nd: Luc lugng Bao vé Bd bién Hoa Ky (tiéng Anh: United States Coast Guard, viét tat: 


USCG). 
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1.1.43. (a) Vé dé thi ham sé f(t) = 
st +3 vdi mién xdc dinh 0 < t < 2. Sau d6 
dua ra m6t cong thitc va dé thi cia 


(d) 4f(t) 

(e) f(4t). 
1.1.44. (a) Vé dé thi cia 

U(t) = ham buéc nhay = {0, 1} 
déi voi t < 0, 

d6i vi t > 0. 


Sau do vé 
(b) U(t) +2 (d) 3U(t) 
(c) U(é+ 2) (e) U(3t) 


1.1.45. (a) Vé dé thi cia f(t) =t+1 
déi vai -1 < t < 1. Tim mién x4c dinh, 
ving gia tri, hé sé géc, va cong thitc déi véi 
(b) 2f(t) (d) —f(t) 
(c) f(t — 3) (e) f(t). 

1.1.46. Néu f(t) =t—1, héi 2f(3t) va 
f(l—t) va f(t—1)? 

1.1.47. Trong vi du di téi-di lui, tim 
GP) va f(S0). X4c minh rang cékhoang 
cache gia tri nay tring vdi cdc dién tich 
“phia dudi’ v-dé thi trong Hinh 

1.1.48. Tim cdc cong thtic déi vdi cdc 


dau ra f1(t) va fo(t) ma dugc sinh ra tit dau 
vao t: 


(1) bén trong = dau vao * 3 
dau ra = bén trong + 3 
(2) bén trong + dau vao + 6 
+ bén trong * 3 
LUU Y. BASIC va FORTRAN (va ban 


than giai tich) ding = thay vi +. Nhung 
ky higu «+ hay : = vé m&t nado do lai tét 


hon. Lénh t + t+6 sinh ra mot ¢t mdi bang 
vdi t ci cOng sau. Phuong trinh t = t+6 
khong nh&m muc dich nay. 

1.1.49. May tinh cia ban c6 thé cong 
va nhan. Bat dau vdi sé 1 va dau vao dudc 
goi t, hay liét ké cac lénh dé kéo theo nhiing 
dau ra sau: 


f(t) =t? 41 
fa(t) = fil fit) 
fs(t) = filt + 1). 

1.1.50. Trong nam muoi ttt hoac it 
hon, hay giai thich mét ham sé la gi. 
Nhting cau hoi sau cing nay mac di 
kh6é nhung ching ta van c6 thé thuc 
hién dugc. 

1.1.51. Néu f(t) = 3t— 1 d6i véi 
0<t< 2, dua ra cong thttc (vdi mién x4c 
dinh) va tim hé sé géc cia s4u ham sé sau: 


(a) f(t + 2) (d) f(2t) 
(b) f(t) +2 (e) f(-t) 
(c) 2f(t) (f) fF). 


1.1.52. Déi vdi f(t) = vt + C, tim cdc 
cong thttc va hé sé géc cua 


(a) 3f(@) +1 (d) f(-t) 
(b) f(3t+ 1) (e) f(t) — FO) 
(c) 2f(4t) (f) FF) 


1.1.53 (bai tap khoé nhat). Ham sé di 
tdi-di lui la f(t) = 2t déi void < t < 3, 
f(t) = 12 — 2t déi vi 3 < t < 6. Vé dé thi 
ctia f(f(t)) va tim cong thitc bén phan cha 
no. Truéc tién, thir t = 1.5 va 3. 


1.1.54. (a) Tai sao chit céi X khong 
phai 14 dé thi cua mét ham sé? 
(b) Nhitng chit cdi in hoa nao 1a cdc dé 
thi cla cc ham sé? 
(c) Vé cdc dé thi cha hé sé géc cha 
ching. 


1.2. Giai tich Dui Géc nhin Kh6ng c6 Gidi han 


Trang ké tiép sé tiét 16 mot trong nhting ¥ tuéng chinh nim ding sau giai tich. 
Ching ta chi thao luan vé cdc con s6—céc ham sé va cdc hé s6 géc dudc dé cap 
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sau. Cac con s6 ma ching ta néi dén khong cé gi dic biét ca, ching c6 thé 1A bat 
ky con s6 nao. Diéu quan trong 1A cac sai pharp cua ching. 


Gia stt cdc 86 lA f = 0 2 6 7 4 9 
Cac sai phan cua ching la v = 2 4 1 —3 5 


Cac sai phan nay dudc in 6 gitta hai sé lién tiép nhau, dé cho thay 2 — 0 = 2 va 
6-2=4va7—-6=1. Chit y 4—7 dua ra mot dap 4n 4m —3. Cac sé trong f cd 
thé ting ho&c gidm, cdc sai phan trong v cé thé 1A duogng hodc 4m. Y tudéng nim 
dang sau giai tich xuat hién khi ban cé6ng cdc sai phén nay lai vdi nhau: 


2+4+1-3+4+5=9 


Tong cia cdc sai phan nay 1A 9. Day 14 s6 n&m sau cing trong hang thit nhat (theo 
f). Liéu diéu nay chi 1a ngau nhién, hay 1A duong nhién? Néu ching ta ditng tai 
budc 2+4+4 1, ching ta nhan dude 7 trong f. Chiang ta hay cing nhau kiém tra 
dy doan cta ban trong vi du tht hai: 


Gia sit cdc s6 1a f = 1 3 7 8 5 10 
Cac sai phan cta ching la v = 2 4 1 —3 5 


Cac f dugc tang thém mot don vi. Céc sai phan khéng thay doi. Tong ca cdc 
sai phan van 1a 9. Nhung s6 hang sau cing ctia f bay gid 14 10. Dy dodn luén nhan 
dudc sé hang cudi cting cua f 14 khong ding. 

S6 dau tién cha f bay gid lA 1. Dap An 9 (tong cia cdc sai phan) 14 10 — 1, f 
cudi trit f dau. Diéu gi sé xay ra khi ching ta thay ddi cac f nim 6 gitta? 


Gia sit cAc sé 1A f = 1 5 12 T 10 
Cac sai phan ctta ching la v = 4 7 —5 3 


Cac sai phan nay cong lai v6i nhau 4+ 7—5+3 = 9. Dap An van la 10-1. Di 
ching ta chon f nao hay bao nhiéu f di nia, tong ctia cdc sai phan van bi kiém 
soat boi f dau va f cudi. Néu diéu nay lA dugng nhién, phai cé mét ly do r6é rang 
cho viéc tai sao cdc cdc 86 nam @ gitta bi triét tiéu. 

Tong ctia cdc sai phan la (5—1)+(12—5)+(7—12)+(10—7) = 

10-1. 
Cac s6 5 bi triét tiéu, cdc s6 12 bi triét tiéu, cdc sé 7 bi triét tiéu. Chi c6 10—-11A 
khong bi triét tiéu. Day 1A diém then chét cho giai tich! 





PHAT BIBU 1.2.1. Cac sai phan cia cdc f cong lai véi nhau thanh (f 


cudi 
fain): 
Vi bu 1.2.1. 
Cac s6 tang tuyén tinh: f = 2 3 4 5 6 7 
CAc sai phan ctia ching 1a hing: v = 1 1 1 1 1 


5Nd: Sai phan 1A sv chénh léch gia tri cua ham sé tai hai diém gan nhau. Co hai loai sai phan d6 
1A sai phan tién va sai phan lti. Sai phan tién cha f(x) lA f(a +1) — f(a), va sai phan lui cia 


f(x) la f(x) — fl — 1). 
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fH 16 











Hino 1.2.1. Tang tuyén tinh trong v = 1,3,5,7. Cac so chinh 
phuong trong céc quang dudéng f = 0,1,4,9,16. 


Tong cia cdc sai phan chac chan bang 5. Diéu nay thod man 7 — 2 = Fite] aes 
Cac sé trong v gdi cho ching ta vé van téc hang. Cac s6 trong f gdi cho ching ta 
vé mot dudng thang f = vt +C. Vi du nay co v = 1 vA caéc f bat dau tai 2. Dudng 
thang sé dudc sinh ra tit f = t +2. 


Vi bu 1.2.2. 
Cac s6 chinh phucng: f = 0 1 4 9 16 
Cac sai phan tang tuyén tinh: v = 1 3 5 ff 
1+34+54+4+7 bang véi 42 = 16. Viéc j sé 16 dau tién cong lai véi nhau ludn bing 
v6i j” thuc su lA mot két qua dep. Cac v la cac 86 1é, cdc f 1A cc s6 chinh phuong. 


Luu Y. Chi cai j doi khi con gitip ching ta biét dudc ching ta dang nhin vao 
s6 nao trong f. Déi vdi vi du nay, s6 thtt khong 1A fp = 0 va sé tht j lA j?. Day la 
mot phan cua dai s6, dua ra mét cong thitc déi véi cac f thay vi cho mét liét ké 
gom cac sd. Ching ta cing c6 thé ding j dé biét ching ta dang nhin vao sai phan 
nao. $6 dau tién cha v chinh 1A sé 1é thi nhat v; = 1. 


Voi ky hiéu nay, sai phén thé j la v; = f; — f;-1. Ban sé sém quen dan 
véi cAc chi s6 duéi j va 7 — 1. Diéu quan trong 1A tong ctia cac v bang Lar — faau 
Ching ta bay gid lién hé cac v véi cdc hé s6 géc, va cac f véi cdc dién tich. 

Hinh f.2.ifcho thay mot cdch tu nhién dé vé dé thi Vi du 2, vdi cdc sé 1é trong 
v va cdc so chinh phudng trong f. Chi ¥ diém khac biét quan trong gitta v-d6 thi 
va f-d6 thi. Dé thi cha f 1A “tuyén tinh ting khiic”. Ching ta dat cdc sé trong 
f vao hé toa do va néi ching lai béi cdc doan thang. D6 thi cia v 1A “hang ting 
khtic”. Ching ta vé céc sai phan dudi dang hang trén ting doan. Diéu nay gai cho 
ching ta vé cdc dé thi quang dudng-van téc, khi quiang dudng f(t) 1A mot dudng 
thang va van téc v(t) IA mot dudng nam ngang. 

Bay gid ching ta lién hé véi cdc hé s6 goc: 


Z ; khoa Ach theo ph r 6 gia tr 
He 36 g6c ciia dé thi f Ja oang cach theo phuong diting _ 80 gia trong f a 





khoang cach theo phudng ngang 86 gia trong t 

Trén timng khiic, s6 gia trong t (phudng ngang) 1A 1. S6 gia trong f (phuong ditng) 
1a sai phan ma ching ta dang goi 1a v. Ty s6 1A hé s6 géc v/1 hay chi lA v. Hé sé 
goc bi thay déi dot ngot tai cac diém ngdt quang t = 1,2,3,.... Tai cdc diém dac 
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biét nay, hé s6 géc cia f-d6 thi khong dugec xAc dinh—chting ta da két néi cdc v 

béi dudng thang ding nhung diéu nay van gay tr anh cai. Y tuéng quan trong & 

day dé la gitta cac diém ngat quang nay, hé s6 géc cia f(t) chinh la v(t). 
Bay gid ching ta lién hé vdi cac dién tich: 


Dién tich toan phan phia dudi v-dé thi la for ame f déu’ 


Dién tich nay, dién tich phia du6i bac thang trong Hinh {1.2.1 [1.2.1] gom cac hinh chit 
nhat. Day cia méi hinh chit nhat 1a 1. Cac chiéu cao cia cdc hinh chit nhat 1A v. 
Vay cdc dién tich cing bang cdc v, va dién tich toan phan 1A tong cla cdc v. Dién 
tich nay la Lan f dau’ a 

Khong chi nhu vay, ching ta ciing cé the bat dau tai bat ky thoi diem nao, va 
két thic tai thdi diém tuy ¥ s4u d6—khong nhat thiét tai cdc thdi diém dic biét 
t = 0,1,2,3,4. Gia stv ching ta dting lai tai t = 3.5. Chi mot ntta dién tich cua hinh 

s 1 . 

chi nhat sau cing dude tinh. Dién tich toan phan la 1+3+5+ 3%) = 12.5. Diéu 
nay van dap tng Foudi ~ Saga = 12-5 — 0. Tai thoi diém két thic t = 3.5 mdi nay, 
ching ta mdi chi di thém dudc nita nhip sau citing trong f-d6é thi. Ntta dudng gitta 
9 va 16 1a 12.5. 


PHAT BIBU 1.2.2. Cac v la cdc hé 86 géc cia f(t). Dién tich phia dudi 
dé thiv la f(t <.)—flt,s.). 


cudi 

Diéu nay chinh 1A Dinh ly Co sé ctia Gidi tich. Nhung chting ta mdi chi ding téi 
dai s6 (khong xét téi cAc dé thi dung cong va khong c6 cdc phép tinh lién quan 
dén cdc gidi han). Trong giai doan nay, dinh ly nay bi han ché cho cdc f(t) tuyén 
tinh timg khtic va cdc v(t) hang tttng khic. Nhitng han ché nay sé dugc khac phuc 
trong Chusong 5. 

Chi ¥ rang mét ching minh vé viec 1+3+5+7 = 4? dugc dé xuat béi Hinh 
1.2.1h. Hinh tam gidc phia dudi dudng nét ditt cé cing dién tich vdi bén hinh chit 


dau 


nhat phia dudi bac thang. Dién tich cua hinh tam giac la . day -chiéu cao = ; 4-8, 
ma chinh 14 s6 chinh phuong 47. Khi co 7 hinh chit nhat thay vi 4, chiang ta nhan 
dude ; -j-2j = j* di vi dién tich. 

Cac vi du tiép theo thé hién cac xu huéng khac, trong do f va v tang theo 
theo ham mii hoac dao déng quanh khong. Toi hy vong ban thich ching, nhung tdi 
khong nghi ban bu6c phai hoc ching. Ching giédng nhu cac ham diac biét 2! va sint 
va cos t—ngoai trit viéc ching 1A cAc ham bac thang. Ban sé c6 dudc mét An tugng 
nhat dinh vé cc ham s6 quan trong cla giai tich nhung chi can sit dung tdi dai sé. 
Ching ta can tdi gidi tich déi vdi van téc thay doi déu, khi dé thi cia f 
la mét dudng cong. 

Vi du cudi cing sé 1A vé thué thu nhép—dé thi trong vi du nay chinh 1A mot 
ham bac thang. Sau dé Muc [1.3] se gidi thiéu hé sé géc cua mot dudng cong. Buéc 
mau chét d6éi véi vdi cdc duong cong 1a buédc lam viéc véi céc gidit han. Chinh viéc 
nay sé dua ching ta tit dai s6 sang giai tfch. 


VAN TOC MU VA QUANG DUGNG 


Bat dau vdi cdc s6 f = 1,2,4,8,16. Ching lA cdc “luy thita cha 2.” Ching bat dau 
véi luy thita khong, dé 1A 2° = 1. Ham mii nay bat déu tai 1 chit khong phdi la tai 
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f3 =8 


fo=4 


f= 
fo = 





HinuH 1.2.2. Van téc va quang dudng ting theo ham mii (cac lity 
thita cua 2). 


0. Sau j budc, c6 7 thita sé 2, va f; bing 2’. Hay thit phan tich diém khac biét 
gitta 2j va j” va 2’. S6 27 tang tuyén tinh, s6 j* tang theo ham binh phugng, s6 
2) tang theo ham mii. Tai 7 = 10, cdc sé nay lan luot 1A 20 va 100 va 1024. Ham 
mi 2’ nhanh chong tré nén hon cac ham s6 khac. 

Cac sai phan cia f = 1,2,4,8,16 ding la v = 1,2,4,8. Cac ham sé f va v cé 
chung mot dy liéu. Khi cdc f la caéc lug thita cua 2, v cting la cdc lug thita 
cua 2. Cong thttc vj; = 2J~' la hoi khac so véi f= 2), bdi vi sé v thit nhat dugc 
danh sé v,. (Khi dé v, = 2° = 1. Luy thita thit khong ctia méi sé 14 1, ngoai trit 
0° 1a khong c6 nghia). Hai d6 thi trong Hinh[L.2.2] ding ciing s6 liéu nhung ching 
trong cé vé khaéc nhau, béi vi f 1A tuyén tinh tig khtc va v 1a hing ting khtic. 

Giai tich xudt hién 6 ch6 nao? No lam viéc véi dudng cong tron f(t) = 2°. Su 
tang trudng theo ham luy thita nay JA rat quan trong déi vdi dan sé va tién trong 
ngan hang va no quéc gia. Ban cé thé nhan thay su tang trudng nay bdi phép thit 
sau: u(t) ty lé thuan voi f(t). 


Gu! CHU. Ham sé 2" 1A phttc tap hon ham sé t?. Déi voi f = t?, hé sé goc la 
v = 2t. No ty 1é thuan vdi t, nhung khong ty 1é thuan véi t?. Déi voi f= 2° hé sé 
goc la c2", va ching ta sé biét dude c = 0.693--- trong Chudng 6 (S6 ¢ la logarithm 
tu nhién cia 2.) Bai tap/1.2.37] ude tinh c bang mot may tinh cam tay—diéu quan 
trong la no 1A hang. 


VAN TOC DAO DONG VA QUANG DUONG 


Ching ta da thay mot chuyén dong di tdi-di lui, van t6c V va sau do lA —V. Day 1A 
loai dao dong don gian nhat. D6 thi cia f 1A dudng thang di lén va di xu6éng. Hinh 
[1.2.3] cho thay mot dao dong khac ciing tré vé khong, nhung c6 duéng di phttc tap 
hon nhiéu. 

Cac sé trong f bay gid 1A 0,1,1,0,—1,—1,0. Vi fg = 0, chuyén dong nay dua 
ching ta quay vé vi tri xudt phat. Toan bo dao dong c6 thé dude lap lai. 

Céc sai phan trong v 1a 1,0, —1,—1,0,1. Tong cia ching bang khong, ma thoa 
man Foudi —f dau’ Dao dong nay tudng tu vdi dao dong trong f (va ciing c6 thé 
duge lap lai), nhung dugc tinh tién theo théi gian. 

D6 thi cia f cé hinh dang (kha) giéng mot dudng sine. Dé thi cua v c6é hinh 
dang (rat) ging mot duéng cosine. Cac dang song trong ti nhién 1A cdc dudng 


1.2. GIAI TICH DUGI GOC NHIN KHONG CO GIGI HAN 27 











Hinu 1.2.3. Cac ham “cosine” hang titng khac va “sine” tuyén 
tinh time khée” Ca hai déu lap di lap lai. 


tron, trong khi céc dang nay da dugc “sé hod’”—gidéng nhu viéc thdi gian trén mot 
chiéc dong hé k¥ thuat s6 chay m6t cAch réi rac thay vi lién tuc. Day chinh 1A viéc 
thay doi tiv analog sang ky thuat s6, va diéu nay da mang lai cudc cach mang may 
tinh. Cudc c4ch mang tudng tu citing xuat hién trong linh vuc may choi dia CD. 
Cac tin hiéu k¥ thuat s6 (tat hodc md, 0 ho&c 1) dugng nhu ludn ludn chién thang 
trong cudc chién véi cdc tin hiéu analog. 

Cac dé thi cia cdc ham s6 v va f ting khic mot lan nita bat dau tai t = 6. Cac 
duGng sine va cosine thong thuéng lap lai tai t = 27. Mot chuyén dong ct lap di 
lap lai dugc goi la tuan hodn—é day “chu ky” 14 6 ho&c 27. (V6i t theo dé, chu ky 
la 360—dt m6t vong quay). Chu ky tré thanh 27 khi géc duoc do theo radians. 


CU TANG TOC DOT NGOT 


Vi du tiép theo lA vé mot chiéc xe hoi dugc léi chay nhanh trong m6t thdi gian 
ngan. Téc dé la V cho dén khi quang dudng dat dén f = 1, khi d6 chiéc xe dot 
ngot dimg lai. D6 thi ctia f 1A dudng thang di lén vdi hé sé géc V, va sau do di 
ngang vdi hé s6 géc khong. 


V_ cho dén khit = T Vt cho dén khit = T 
v(t) = f(t) = 
0 saukhit=T 1 sau khit = T 


Day la mot vi du khac cia “khai niém ham sé.” Cha ¥ théi gian tong quat t va thdi 
diém dimg cu thé T. Quang dudng 1a f(t). Mién xc dinh cia f (c4c dau vao) bao 
gom tat ca thdi diém t > 0. Mién gia tri cia f (cdc dau ra) bao gdm tat ca cac 


quang duong 0 < f <1. 

Fhinh[1.2-4]cho phép ching ta so sAnh ba chiéc xe hdi—m6t chiéc Jeep va mét 
chiéc Corvette va m6t chiéc Maserati. Ching cé cdc téc dé khac nhau, nhung déu 
dat dén f = 1. Vay cdc dién tich phia dudi cdc v-d6 thi déu bang 1. Cac hinh chit 
nhat c6 cdc chiéu cao V va day T = 1/V. 

GHI CHU TUY CHON. Viéc nghi dén téc dé cang nhanh, hé sé géc cang Idn, dé 
déc cang déc la hét sttc tu nhién. Dé thi cia f dat tdi 1 trong thoi gian ng&n hon. 
Trudng hep ky di do 1a trudng hdp cia mot ham bac thang, khi dé thi cia f di 
thang lén trén. Day 1A ham bac thang don vi U(t), c6 gid tri bing khong cho dén 
khi ¢ = 0 va ngay lap tttc nhay sang gid tri U = 1 déi vdi t > 0. 

Hoi hé s6 géc cia ham bac thang nay? Luon bang 0 ngoai trit tai bude 
nhay. Tai thoi diém t = 0 nay, hé s6 géc IA v6 han. Cai van téc v(t) ma chung ta 
trai nghiém 1A khéng tam thudng chit ndao—thay cho su nhat nhéo cla mét van 
t6c thong thudng, ching ta lai cam nhan dudc mét xung lic lam cho chiéc xe hoi 
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CAC DIEN TICH BANG NHAU CAC KHOANG CACH BANG NHAU 
I 
Maserati ham! delta 
i ham 


\ 
' 
1 
' = 
f bac thang 
1 





1 
| Corvette 
1 




















Tm Teo Ty Tu To Ty 








HinH 1.2.4. Cut tang tdc dot ngot v6i VagTy, = VoTo = VyT; = 1. 
Ham buéc ngay c6 hé s6 géc vo han. 


nhay chém lén. Dé thi 1A mot diém nhon tai diém don t = 0, va no thudéng dude ky 
hiéu béi d—nén hé s6 géc cia ham bac thang dugc goi la “ham delta.” Dién tich 
phia dudi diém nhon v6 han 1a 1. 

Ban hoan toan khong can quan tam dén ly thuyét ctia cc ham delta! Giai tich 
chi quan tam dén cdc dudng cong chit khoéng quan tam dén céc bude nhay. 

Vi du cudi cting cua ching ta 1A mét ting dung trong thu té cia cc hé sé g6c 
va ty sudt—dé gidi thich “cdch hé thong thué hoat dong.” Dac biét lu ¥ su khac 
nhau gitta ty suat, khung thué va thué toan phan. Ty suat 1A v, khung thué dudc 
Ap lén x, va thué toan phan lA f. 


Vi pu 1.2.3. Thué thu nhap 1A tuyén tinh tttng khic. Cac hé s6 géc 1a cac ty 
suat thué .15, .28, .31. 

Gia sti ban dang doc than véi thu nhap co thé bi tinh thué lA « dollars (Mau khai 
1040, hang 37—sau khi khAu trit tat ca). Sau day 1A c4c huéng dan vao nim 1991 
tit S6 Thué Vu Hoa Ky 

Néu x khong vudt qua $20, 350, thué 1A 15% cua zx. 

Néu $20, 350 < 2 < $49, 300, thué 1a $3052.50+28% cua phan vuot qua $20, 350. 

Néu x vuot qua $49.300, thué lA $11, 158.50+31% cua phan vuct qua $49, 300. 

Khung thué thit nhat 14 0 < x < $20,350. (IRS khong bao gid ding ky hiéu <, 
nhung tdi nghi viéc ding dau nay 6 day khdng sao ca. Ching ta hiéu dau nay cd 
y nghia gi.) Khung thué thit hai 14 $20,350 < x < $49,300. Khung thué cudi citing 
x > $49,300 nop thé 6 ty suat cao nhat 31%. Nhung chi thu nhap nim bén trong 
khung thué dé phai nop thué tai ty suat do. 

Hinh cho thay t¥ suat thué, khung thué va thué phai chiu. Day khong 
phai lA cic ty suat trung binh, ma la céc ty suat bién. Thué toan phan bi chia 
béi tong thu nhap sé 1A ty suat trung binh. Cac ty sudt bién .28 hay .31 dua ra 
thué cho titng dollar cia thu nhap vuot khung thué ditng trudc—no 1a hé s6 géc tai 
diém x. Thué gidng nhu dién tich hoac khodng céch—n6 dudc cong don. Ty suat 
thué gidng nhu hé s6 géc hoac van téc—no phu thudc vao viéc ching ta dang 
6 khung thué nao. Bao chi thudng khong noi r6 viéc nay. 


CAu HOI. Phuong trinh dudng thang nao biéu dién khung thué cao nhat? 


CAU TRA LOI. Khung thué cao nhat bat dau tai $49,300 khi thué la f(x) = 
$11, 158.50. Hé sé g6c cua dudng thang 1A ty suat thué .31. Can phai nhan manh 1a 


6Nd: S6 Thué Vu Hoa Ky (tiéng Anh: Internal Revenue Service, viét tat: IRS) 
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eee thué phai tra f(x) 













v2 = 60 len 180 11, 158 31% 


— |= hé sé goc 60 
ngang 3 








ty suat thué = 
f hé s6 g6c .28 
dién tich | 





f(2) =40 


3,052 thu nhap cé thé bi danh thué 





1 
hé s6 gdc 20 


2 5 2 5 20, 350 49, 300 


> © 





Hinu 1.2.5. Ty suat thué la v, tong thué lA f. Cac khung thué 
két thic tai cdc diém ngat doan. 


khi biét mot diém trén duéng thang va hé s6 goc, ching ta biét dugc phudng trinh 
dung thang. 


PHAT BIEU 1.2.3. Déi véi x thudc khung thué cao nhat, thué la f(r) = 
11, 158.50 + .31(a — $49, 300). Day 1A thué trén $49, 300 cong thué thém trén phan 
thu nhap vuot qua $49, 300. 


Muc trinh bay “phuong trinh diém-hé sé géc” nay déi voi bat ky dudng 
thang nao. O muc nay, ban chi gip dude mot vi du cu thé. $6 $11, 158.50 dén tir 
dau? No 1A thué tai diém két thiic cha khung thué 6 gitta, nén no 1a thué tai diém 
khoi dau cia khung thué cao nhat. 

Hinh [1.2.5] cing cho thay mét vi du quang dudng-van téc. Quang dudng tai 
t= 21a f(t) = 40 dam. Sau théi diém do, van téc 1A 60 dim trén méi gid. Vay, 
dudng thang vdi hé sd géc 60 trén f-d6 thi co phuong trinh 

f(t) = khoang cach bat dau + khoang cdch thém = 40 + 60(t — 2). 

Diém xuat phat 1a (2; 40). Téc dd mdi 60 nhan thdi gian thém t — 2. Phuong 
trinh diém-hé sé géc c6é nghia Chiing ta bay gid ta 6n tap lai muc nay, voi 
cdc binh luén sau. 

Y TUGNG CHiNH. Bat dau tai bat ky s6 nao trong f. Cac sai phan cia ching 
xuat hién trong v. Khi d6 téng cia cdc sai phan nay IA Laie Tae 

KY HIEU CHi SO DUGI. Cac s6 1a fo, f1,... va sai phan thit nhat 1A v; = fo — fi. 
Mot sé dién hinh 1a f; va sai phan thit j 1a vj; = f; — fj-1. Khi cdc sai phan nay 
dude cong véi nhau, tat ca cdc f n&m 6 gitta (chang han f,) déu triét tiéu: 


ty te et = (fi — so) eS a) eee Ga i SH a 


Re DU. f; =j hoac j” hodc 2’. Khi dé v; = 1 (h&ng sd) hay 27 — 1 (s6 1é) hay 
20 


CAc HAM SO. Két néi cdc f thanh tuyén tinh timg khtc. Khi d6 hé sé goéc v 
la hang timg khic. Dién tich phia duéi v-d6 thi v ti bat ky t,, nao dén bat ky 
t dj 22° déu la Flt 6) - f(tgay)- 

CAC DON VI. Quang dudéng dudc do theo dim va van toéc dudc do theo dim 
trén gid. Thué dude tinh theo dollars va ty suat thué dude tinh theo (dollars phai 
tra) /(dollars kiém dugc). ty suat thué 1a mot sé thap phan nhu .28 va khong c6 
don vi. 


dau 
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BAI TAP 1.2 


Cac cau héi dién tiv vao ché tréng 


Bat dau vdi cdc sé f = 1,6,2,5. Cac 
sai phan cia ching lA v = _a_. Tong 
cia cdc sai phan nay 14 _b_. No bang 


fz. trt! _c 

cudi — 
huong gi dén két qua nay, bdi vi trong 
(6—1)+(2—6)+(5—2), céc s66va2_d 
Hé sé goc ctia dudng thang gitta f(0) = 1 va 
f(1) =61a_e_. Phuong trinh cia dudéng 
thang nay la f(t) =_f_ 


. Cac s6 6 va 2 khong anh 








V6i cdc quang dudng 1, 5, 25 tai cdc thoi 
diém don vi, cdc van téc 1A g__. Ching 1A 
h_ cua f-d6é thi. Hé sé géc cia dé thi 
thué lai thué . Néu f(t) lA buu phi déi 


v6i t ounce hoac t gram, hé sé goc la __j 


trén__k__. Déi véi cdc quang dudng 0, 1, 4, 
9, cdc van t6c 14 _1_. Téng ctia j 86 1é dau 
tién la fj =__m_. Khi do fio lA__n_ va 


van téc vi0 1A __o 


Ham sine tuyén tinh ting khtic c6 cdc 
hé s6 g6c__p_. Ching tao thanh mot ham 
sd cosine __q__ tting khic. Ca hai ham sé 
nay déu cd _r_ bang vdi 6, diéu nay cd 
nghia rang f(t +6) = __s__ déi vi mdi t. 
Cac van téc v = 1,2,4,8,... c6 vj = _t 
Trong trudng hdp do, fo = 1 va fj; = __u 
Tong ctia 1, 2, 4, 8, 161A _v_. sai phan 
2) 27-' bing __w_. Sau pha tang téc dot 
ngot V dén thoi diém T, quang dudng 1A 

x. Néu f(T) = 1 va V tang, pha tang 
téc dot ngdt nay chi kéo daidénT = _y_. 
Khi V tién tdi vo cing, f(t) tién tdi mot 
ham _z_. Cac van téc tién tdi mot ham 

A __, ma bi tap trung tai t = 0 nhung cé 
dién tich _B __ phia dudi dé thi cia no. Hé 
so géc cua mét ham bac thang 1A __C 


Cac bai tap|1.2.1 la vé cdc sé 
f va cac sai phan v. 


1.2.1. Tir cdc sé f = 0,2, 7,10, hay tim 
cdc sai phan v va téng cla ba v nay. Viét 
ra mot f khdc ma cfing dan tdi cing cdc v 
nay. Déi véi f = 0,3, 12,10, téng cta cdc v 
van la 


1.2.2. Bat dau ti f = 1,3,2,4, ve f-dd 
thi (cdc khic tuyén tinh) va v-d6 thi. Cac 
dién tich nao “phia duéi” v-d6é thi ma cong 
lai vdi nhau thanh 4 — 1? Néu sé tiép theo 
trong f 1A 11, hdi dién tich phia dudi v tiép 
theo? 


1.2.3. Tt v = 1,2,1,0,—-1, tim cac f 
bat dau tai fo = 3. Vé dé thi v va f. Cuc 
dai cua f xay ra khi v = . Cuc dai 
cua f 6 dau khi v = 1,2,1,—-1? 


1.2.4. Déi vai f = 1,b,¢, 7, tim cac sai 
phan v1,v2,v3 va cong ching lai véi nhau. 
Thuc hién tudng ty déi v6i f = a,b,c,7. 
Thuc hién tudng tu déi vai f = a,b,c, d. 


Cac bai tap 1.2.11] 1a vé cdc 
ham tuyén tinh va cac hé s6 géc hang. 


1.2.5. Viét ra cdc hé s6 géc cia cdc 
ham tuyén tinh sau: 
(a) f(t) = 1.1¢ 
(b) f(t) = 1-24 
(c) f(t) =4+5(t — 6). 
Tinh f(6) va f(7) d6i vdi ting ham sé 
va xAc nhan rang f(7)—f(6) bang hé sé géc. 


1.2.6. Néu f(t) = 5+3(t— 1) va 
g(t) = 1.5+2.5(t—1), hoi A(t) = f(t)—g(t)? 
Tim cac hé sé géc cua f,g, va h. 


1.2.7. Gid sit u(t) = 2 di voit <5 va 
u(t) = 3 déi voit > 5. 

(a) Néu f(0) = 0, tim cong thttc hai 
phan déi vdi f(t). 

(b) Kiém tra rang f(10) bang dién tich 
phia dudi d6 thi cia v(t) (hai hinh chi nhat) 
cho dén khi t = 10. 

1.2.8. Gia sit u(t) = 10 déi véit < a 
u(t) Bat dau ti 
f(0) = 1, tim f(t) trong hai khic. 


1.2.9. Gid str g(t) = 2t4+1 va f(t) =4t. 
Tim g(3) va f(9(3)) va f(g(t)). Hé so géc 
ctia f(g(t)) dude lién hé vdi cdc hé s6 géc 
cia f va g nhu thé nao? 


2 1 
= 0 déi véi t —. 
O01 vOl > 10 


1.2.10. Citing déi vdi céc ham sé 6 bai 
tap trén, hoi f(3) va g(f(3)) va g(f(t))? Khi 
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t dugc thay déi thanh 4t, quang duéng tang 
nhanh lan khi van téc duoc nhan 
bdi 

1.2.11. Tinh f(6) va f(8) déi véi cdc 
ham sé trong Bai tap 5,. XAc nhan rang céc 
hé sé géc v ding bang vdi 


£(8) — f(6) 
8—6 
_ do bién thién cia f 


do bién thién cia t 


hé s6 goc = 





Cac bai tap}1.2.1271.2.18) dua trén 
Vi du vé thué thu nhap. 


1.2.12. Héi thué thu nhap trén « = 
$10, 000 va x = $30, 000 va x = $50, 000? 


1.2.13. H6i phuong trinh déi véi thué 
thu nhap f(x) trong khung thué thit hai 
$20, 350 < a < $49,300? S6 11, 158.50 lién 
quan vdi cdc s6 khac trong céc hudéng dan 
thué nhu thé nao? 


1.2.14. Viét ra ham thué F(x) déi voi 
mot c&p vd chéng néu IRS xem ho nhw hai 
ngudi dong thué riéng véi thu nhap chiu 
thué x/2 déi vdi ting ngudi. (Trén thuc té, 
diéu nay 14 khong ding). 


1.2.15. Trong khung thué 15%, vdi 5% 
thué tiéu bang’ dudc xem lA mot khoan 
khau trwt,, ty suat két hop khong phai 1A 20% 
ma 1A . Hay nghi vé thué ban phai 
nop trén mdi 100$ ban cé thém duc. 


1.2.16. Mot ham tuyén tinh timg khic 
la lién tuc khi f(t) tai diém két thc cha 
titng khoang bang f(t) tai diém bat dau cia 
khoang tiép theo. Néu f(t) = 5t cho dén khi 
t= 1 va v(t) = 2 déi véi t > 1, xdc dinh f 
ngoai t = 1 dé no 1a (a) lién tuc (b) gidn 
doan. (c) XAc dinh mot ham thué f(x) véi 
céc lai sudt .15 vA .28 sao cho ban sé phai 
nop thué nhiéu hon mét dollar trén méi dol- 
lar ban kiém thém khi vuot qué diém hoa 
nhau. 


1.2.17. Sai phan gitta mot tin dung 
thué va mot khdu tri 1A sai phan gitta 
f(x)—c va f(x —d). Diéu kién nao hap dan 
hon, mét khoan tin dung thué cd ¢ = $1000 


hay mot chiét kh4u c6 d = $1000, va tai sao? 
Phac hoa cac d6 thi thué khi f(x) = .152. 


1.2.18. Ty suat thué trung binh trén 
thu nhap co kha nang bi danh thué a 1A 
a(x) = f(x)/x. Day 1a hé s6 goc gitta (0, 0) 
va (x, f(x)). Phac hoa mot dé thi ctia a(z). 
ty suat trung binh a nam dudi ty suat bién 
v bdi vi ; 


Cac bai tap|1.2.1941.2.30|lién quan 


dén cac s6 fo, fi, fo,... va cac sai phan 
v; = f; — fj-1 cua chang. Ching gitp 
ching ta lam quen véi cdc chi s6 dudéi 
0,...,9- 


1.2.19. Tim cdc van téc v1, v2, V3 Va 
cdc cong thttc déi vdi v; va f;: 


(a) f =1,3,5,7,... 

(b) f =0,1,0,1,... 
13 7 

(c) f= 0,57 77g" 


1.2.20. Tim fi, fe, fs va cong thite déi 
vdi f; vdi fo = 0: 

(a) v=1,2,4,8,... 

by fs-—Li—ii 


1.2.21. Dién tich cua caéc hinh vuéng 
léng nhau nay 1a 17, 27,37, .... Héi dién tich 
cua cdc dai hinh chit L (sai phan gitta cdc 
hinh vu6ng) 14 bao nhiéu? Lam thé nao ma 
hinh vé cho thay 1+3+4+5+7=47? 











1.2.22. Tw dién tich phia dudi cau 
thang (bdi cdc hinh chit nhat va sau d6 bdi 
cac hinh tam giac), chting td rang toan bé 
sd nguyén j dau tién tty 1 dén 7 cong lai véi 


nhau thanh sit gi Tim 1+2+---+100. 


1.2.23. Néuv = 1,3,5,..., khidé fj = 
j?. Néu v = 1,1,1,..., khi d6 f; = 
Cong nhiing f; nay lai voi nhau dé tim tong 
ctia 2,4,6,...,27. Chia béi 2 dé tim tong 
cua 1,2,3,...,7. (So sanh véi Bai tap 22). 


7Nd: Hau hét ngudi ndp thué 6 Hoa Ky phai nop thém thué thu nhap cap tiéu bang bén 
canh thué thu nhap cap lién bang. Hai khoan thué 1a riéng biét vdi nhau. 
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1.2.24. Ddng (véi ly do) hay sai (véi 
phan vi du). 

(a) Néu cdc f 1a tang, cdc v ciing 1a 
tang. 

(b) Néu cac v la tang, cdc f cing 1A 
tang. 

(c) Néu cac f 1& tudn hoan, cdc v cing 
ciing 1a tuan hoan. 

(d) Néu cc v 1A tuan hoan, caéc f cing 
1a tuan hoan. 


1.2.25. Cho f(t) = 0’, hay tinh f(99) 
va f(101). Gitta cdc thai diém nay, mitc tang 
cua f bi chia bdéi miic tang cua t la bao 
nhiéu? 

1.2.26. Cho f(t) = t? +¢, hay tinh 
f(99) va f(101). Gitta cdc théi diém nay, 
miic tang cua f bi chia bdi mifc tang cua t 
la bao nhiéu? 


1.2.27. Néu f; = j? +j +1, tim mot 
cong thitc déi véi v;. 

1.2.28. Gia su cdc v tang thém 4 tai 
moi budéc. Chitng td bang vi du va sau 
dé bang dai s6 rang “sai phan bac hai” 
fj+1 — 2f; + fi—-1 bang 4. 


1.2.29. Gia stv fo = 0 va cdc v la 
Poe 

°9°2’ A’ 4? 4° 4"° 

1.2.30. Chitng td rang a; = fj41 — 

2h; + fj-1 luén bang Uj4+1 — Uj. Néu Vv la 

van téc, a ky hiéu cho 


... Déi véi j nao f; = 5? 


Cac bai tap|1.2.3141.2.34)lién quan 
dén cdc f va cdc v tuan hoan (nhu sint 
va cost). 


1.2.31. Déi vdi sine rdi rac f = 
0,1,1,0,—1, —1,0, tim cdc sai phan cp hai 
a1 = fo—2fi+ fo va a2 = fg —2fot+ fi va 
a3. So sanh a; véi f;. 


1.2.32. Néu day sé v1,v2,... c6 chu 
ky 6 va wi, w2,... cd chu ky 10, hoi chu ky 
cla v1 + wi, v2 + We,...? 


1.2.33. Vé dé thi cha f(t) bat dau tir 
fo = 0 khi v = 1, —1, —1, 1. Néu v c6 chu ky 
4, tim f (12), f(13), f (100.1). 


1.2.34. Vé dé thi cha f(t) tt fo = 0 
dén fa = 4 khi v = 1,2,1,0. Néu v co chu 
ky 4, tim f(12) va f(14) va f(16). Tai sao 
f khong cé chu ky 4? 


Cac bai tap|1.2.35}1.2.42/1A vé cac 


v va f c6 dang ham ma. 


1.2.35. Tim céc v déi voi f = 
1,3,9,27. Du doan v4 va v;. Dai s6 dua ra 





3) — 37" = (3-1)37*. 
1.2.36. Tim 1+2+4+---+32 va ngoai 
ee eee ee 
2° 4 32 


1.2.37. Udc lugng hé sé géc ctia f(t) = 
2° tai t = 0. Dimg mot may tinh cam tay 
dé tinh (mic tang cia f)/(mitic tang cia t) 
khi ¢ la nho: 





gl _ 4 : g:001 _ 4 
va va : 


01 001 


1.2.38. Gia st fo = 1 va vj = 2fj-1. 
Tim fa. 





1.2.39. (a) Ty f = 1, 
V1, v2, v3 va du doan v;. 
(b) Kiém tra f3 — fo = v1 + v2 + v3 vA 
fy — f-1 = U5- 
1.2.40. Gia st vj = r’. Chimg td 
R pith _ 
rang fj; = pra ag 
va cO f; = fj-1 = Uj. (Khi dé no ding 1a 
fj) =ltrt---t+r’ = tong cia mot chudi 
hinh hoc’) 
1.2.41. Ta f; = (—1)’, tinh v;. Héi 
vi + v2 +++++ 0,5? 


bat dau tt fo = 1 





1.2.42. Udc lugng hé sé géc cia f(t) = 
e' tai t = 0. Ding mot may tinh cdm tay 
da c6 san gid tri cia e trong b6 nhé (hoac 
khong lay e = 2.78) dé tinh 








1 .O1 


Céc bai tap la vé 
U(t) = ham bac thang ti 0 téi 1 tai 
t=0. 

1.2.43. Vé dé thi bén ham sé U(t — 1) 
va U(t) — 2, va U(3t) va 4U(t). Sau do vé 
dé thi cha f(t) = 4U(3t — 1) — 2. 


8Nd: Chuéi hinh hoc con dugc goi 1A cAp sé nhan. 
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1.2.44. Vé dé thi song vuong U(t) — 
U(t— 1). Néu day 1a van téc v(t), vé dé thi 
quang dudng f(t). Néu day la quang duéng 
f(t), vé dé thi van téc. 

1.2.45. Hai pha tang téc dot ngdt kéo 
theo cting quang dudng f = 10: 

v= dén t = .001 
v=V dént= : 


Khi V — oo, gidi han cta cdc f(t) la 


1.2.46. Vé ham bac thang U(t) +U(t— 
1) + U(t — 2). Hé sé géc cia no 1a tong cia 
ba ham sé 


1.2.47. Nhting chit cai in hoa nao nhu 
L 1a cdc dé thi cha cdc ham s6 khi ching ta 
cé céc budc nhay? Hé sé géc cia L 1a trv 
mot ham delta. Vé dé thi cdc hé sé géc cia 
nhting chit cai khac. 

1.2.48. Viét chuong trinh con FINDV 
ma cé dau vao 1a mot day fo, fi,-..., fn va 
dau ra 1A v1, v2,...,un. Xuat ra dé thi cia 


cac dau ra néu c6 thé. Kiém tra trén f; = 27 
va j? va 27. 

1.2.49. Viét chuong trinh con FINDF 
ma co dau vao la day vo,...,un va fo, Va 
dau ra la fo, fi,..., fn. Gid tri m&c dinh 
cua fo la khong. Xuat ra dé thi cha cdc dau 
ra néu co thé. Kiém tra trén vj; = j. 


1.2.50. Néu FINDV dudc cho cho dau 
ra cua FINDF, day nhan dugc tra lai la 
gi? Néu 4p dung FINDF cho dau ra cia 
FINDV, day dudc tra lai la gi? Theo doi 
fo- 


1.2.51. Sap xép 27 va j* va \/j theo 
thit tu tang dan 
(a) khi 7 lén: j = 9 
(iby ake gs . 
1.2.52. D6 tudi trung binh ctia gia dinh 
cua ban tit nim 1970 1A mot ham tuyén tinh 
ting khtc A(t). N6 1a lién tuc hay n6é cé 
budc nhay? Hi hé sé géc cia no? Vé dé thi 


cua no trong kha nang cua minh. 


1.3. Van téc tai mot Thdi diém 


Ching ta bay gid dén véi nhitng bai to4n can dén su phat minh cua giai tich 
dé gidi quyét. Co hai céu héi theo hai hudéng déi lap nhau, va toi hy vong ban c6 
thé hiéu dude ching. 

(1) Néu van téc dang thay déi, lam thé nao dé ban tinh dugc quang dudng da 
di duoc? 
(2) Néu dé thi cia f(t) khong phai 14 dudng thang, hé s6 goéc ctia né la bao 
nhiéu? 
Tim khoang cach tit van téc, tim van téc tit khoang cach. Muc tiéu ctia ching ta 1A 
thuc hién ca hai viéc nay—nhung sé khong thuc hién ching trong cing mét muc. 
Giai tich co thé 1A mot kha hoc tuyét voi, nhung nd khong phai 1A ma thuat. Bude 
dau tién 1A cho van téc thay ddi theo cach 6n dinh nhat. 

CAU HOI 1. Gid st van téc tai ting thoi diém t la v(t) = 2t. Tim f(t). 
V6i v(t) = 2t, mot nha vat ly sé ndi rang gia téc 1A hang (n6 ludn bing 2). Ngudi 
lai xe nhan ga, chiéc xe ting téc, va téc dé ké tang déu. Quang dudng ciing tang 
lén—cang lic cang tang nhanh. Néu ching ta do ¢ theo giay va v theo feet trén 
giady , quang dudng di dudc tinh bang feet. Sau 10 gidy, téc do 1a 20 feet trén giay. 
Sau 44 giay, toc do 1a 88 feet/ gidy (tttc 1d 60 dim/gid). Ching ta thay ré su gia 
téc, nhung chiéc xe da di duoc bao xa? 

CAU HOI 2. Quang dudng da di dudc theo thdi gian t la f(t) = t?. Tim 
van téc v(t). 

D6 thi ctia f(t) = t? n&dm bén phai ca Hinh[1.3.1} No la m6t parabola. Dudng cong 
bat dau tai khong tai khong hay hanh trinh ké bat dau tai khong; diéu nay nghia 
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1a chiéc xe 1A hoan toan mdi. Tai t = 5, quang dung lA f = 25. Tai t = 10, f dat 
dén 100. 

Van t6éc bang quang du@ng bi chia béi théi gian. Nhung sé nhu thé nao khi téc 
do thay déi? Chia f = 100 bdi t = 10, ching ta thu dude v = 10—van téc trung 
binh trén 10 giady dau tién. Chia f = 121 bdi t = 11, ching ta thu dugc téc do 
trung binh trén 11 giay dau tién. Nhung lam thé nado dé ching ta tim thay van 
téc tic thoi—gid tri dudc hién thi téc do ké tai dang thoi diém t = 10? 








van t6c 
v= 2t 







quang dung | 
fav? | 


'80 gia trong | he sé goc 2t+h 
iquang dudng tién tdi 
1 (t +h)? —¢? v= 2t 





s0 gia 
2th + h? 


quang duéng 
= dién tich = ?? 











théi gian t t tt+h t 


HinuH 1.3.1. Van téc v = 2¢ 1A mot ham tuyén tinh. Quang dudng 
f =? la mot ham bac hai. 


Toi hy vong ban nhin ra van dé 6 day. Khi chiéc xe chay cang nhanh, dé thi 
cua ¢t? cang déc—bdi vi chiéc xe di dude quang duéng dai hon trong titng giay. Van 
toc trung binh giita ¢ = 10 va t = 11 1A m6t xAp xi t6t—nhung no ciing chi lA mot 
xAp xi ma thoi—tdi téc do tai thoi diém t = 10. Cac van téc trung binh dude dé 
dang tim thay nhw sau: 


quang duéng tai t 1A f(10) = 10? = 100 quang dudng tai t 1A f(11) = 11° = 121 


Aan ih F . f(1)— f(l0) — 121-100 | 
van toc trung binh la i110 = I = 21 





Chiéc xe di dudc 21 feet trong 1 giay d6. Van téc trung binh ctia né 1a 21 feet /giay. 
Béi vi téc do tang dan, nén van téc tai lic b&t dau cua giay dé 1A nhé hon 21. 

Vé mit hinh hoc, van téc trung binh 1a gi? No 1A hé s6 géc, nhung khong phai 
la hé s6 géc ctia duéng cong. Van téc trung binh la hé s6 goéc ctia mét dudng 
thang. Duong thang di qua hai diém trén duéng cong trong Hinh{1.3.1] Khi chtng 
ta tinh van téc trung binh, ching ta dA m&c dinh van téc 1A hang—nén ching ta 
quay tré lai trudng hdp dé nhat. No chi doi hdéi mét phép chia doan dudng bdi thdi 
gian: 


do bién thién ctia f 


do bién thién cia v 





(1.3.1) van téc trung binh = 
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GIAI TICH VA LUAT GIAO THONG. Ban di vao mét xa 16 lic 1:00 gid. Néu ban 
rdi khdi xa 16 sau khi da di dugc 150 dam lic 3:00 gid, téc dé trung binh cia ban 
14 75 dim trén méi gid. Toi khong chac canh sat c6 thé phat ban khong) Ban c6é 
thé hdi nguoc lai tham phan rang, “Toi da di tai t6c do 75 lic nao?” Nguéi canh 
sdt sé phai thita nhan rang ho khong biét ban da di tai téc do 75 lac nao—nhung 
ho c6 cam gidc chic chan ring ban c6 di tai téc do 75 

Ching ta quay lai van dé chinh—tinh v(10) tai thoi diém ¢ = 10. Van téc trung 
binh vuot trén gidy tiép theo IA 21. Ching ta ciing c6 thé tim thay van téc trung 
binh trén nita gidy gitta t = 10.0 va t = 10.5. Chia s6 gia trong quang dudng bdi sd 
gia trong thdi gian: 

f(10.5) — fQ0) _ 10.5?—10.0? _ 110.25-100 _ 
10.5-10.0 5 7 - ee 
Van téc trung binh 20.5 do 1A gan vdi téc do tai t = 10. Nhung no van chua phai 
1A t6c do ngay chinh tai thoi diém do. 

Ching ta c6 mot cach dé tim v(10) do 1a rat ng&n khoang thdi gian. Day 1a co 
sd cho Chuong [2] va la nen tang cua giai tich vi phan. Tim hé sé goc cua cdc 
diém cang liic cing gan hon trén dudng cong. “Gidi han” 1a hé sé géc tai mot 
diém don. 

Dai so dua ra van t6c trung binh giita t = 10 va bat ky thoi diém t = 10 +h 
sau do. Quang dudng di tang tir 10? tai (10 + h)?. S86 gia trong thdi gian 1A h. Vay, 
chia s6 gia trong quang dung bdi sé gia trong thdi gian: 

(10 +h)2—102 100 + 20h + h? — 100 
“trung binh — h ~ h 











(1.3.2) =20+h 


Cong thitc nay pht hep véi cac tinh toan trudc day cla ching ta. Khoang ttt t = 10 
tdi t = 11 c6 h = 1 va van téc trung binh la 20 +h = 21. Khi budc thdi gian 1a 


1 : 1 . 
h= 9 van t6c trung binh la 20+ a 20.5. Trén mot phan triéu cua mot giay, van 


t6c trung binh sé 1a 20 cong 1/1, 000, 000—ma rat gan véi 20. 
CHU Y. Van téc tai t = 10 la v = 20. Do la hé 86 goc cia dudng cong. No 
déng thuan vdi v-d6 thi 6 bén trai Hinh 1.3.1 ma cing cé v(10) = 20. 


Ching ta bay gid chitng td ring hai dé thi nay luén khdp véi nhau. Néu f(t) = 
t?, khi dovu(t) = 2¢. Ban dang nhin thay phép tinh chinh cia giai tich, va ching ta 
c6 thé phat biéu no bang Idi trudc khi dua ra cAc phudng trinh. Tinh quang duéng 
tai thoi diém t+ h, trit quang duéng tai thdi diém t, vA chia béi h. Diéu do dua ra 
van téc trung binh: 
(1.3.3) 
ft+h—-f@®)  G+AP =? 7 4+2%h+hH-P 


“trung binh — h a h ~ h = eri 





Cong thttc nay phi hdp véi tinh todn trudc do, trong dé ¢ 1a 10. Van téc trung binh 
la 20 + h. Bay gid van téc trung binh 1a 2¢ + h. N6 phu thudéc vao bude thoi gian 
h, béi vi van téc dang thay déi. Nhung ching ta c6 thé thay diéu sé xay ra khi h 


9Nd: Da sé cAc Xa 16 Lién tiéu bang 6 Hoa Ky cé gidi han téc do 1A 55 tdi 65 mph (dam trén méi 
gid) déi véi ving do thi va 40 tdi 70 mph déi vdi ving nong thon. 

l0Day 1a lan cham tran dau tién cia ching ta vdi “Dinh ly Gia tri Trung binh”, dinh ly nay thudng 
khong dudc xem trong. Ban sé hét dudng chéi cai néu tham phan c6 thé chitng minh dugc dinh ly 
nay. Mét sé cdc v-dé thi va f-d6é thi sé lam dao lén tinh huéng nay (mét ham Delta cing dudc). 
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tién toi khong. Van toc trung binh cang lic cang gan véi gid tri cla 2t dudc hién 
thi trén t6c do ké, tai ding thai diém ma ding hé hién thi ¢. 


PHAT BIBU 1.3.1. Khi h tién tdi 0, van téc trung binh 2¢+h tién tdi v(t) = 2¢. 


Luu Y. Phép tinh trong cho thay cach giai tich can tdi dai sé. Néu 
ching ta muén toan bé v-dé thi, ching ta phai cho théi gian 1A mot “bién sd .” N6 
duoc ky hiéu chit cai t. Cac s6 1A du dé bién dién van téc tai thdi diém cu thé t = 10 
va bude thdi gian cu thé h = 1—nhung dai sé con vuct troi hon. Van téc trung 
binh tai bat ky thai diém t nao va bat ky t +h nado déu lA 2t + h. Ding ngan ngai 
dua cdc s6 cu thé thay cho cdc chit cai dé kiém tra xem phan dai s6 cia ching ta 
co ding khong. 


Ngoai ra, ching ta cing c6 budc lién quan dén kién thttc nim ngoai b6 mén 
dai s6! Giai tich doi hdi gidi han cua van téc trung binh. Khi h tién tdi khong, 
cdc diém trén dé thi cang gan nhau hon. “Van téc trung binh trén mot khoang” tré 
thanh “van téc tai mot thoi diém”. Ly thuyét tong quat cua gidi han thyc su khong 
don gian, nhung chting ta khong can dén no 6 day. (N6 cing khong thuc su kh6.) 
Rat dé zac dinh gia tri phép lay gidi han trong vi du nay. Van téc trung binh 2¢+ h 
tién tdi 2t khi h — 0. 

Ching ta cdn can lAm gi nita trong muc nay? Mac di ching ta da tra 1di dude 
Cau hdi 2—dé tim van téc quang dudng. Nhung ching ta van chua tra 16i Cau hdi 
1. Néu v(t) = 2¢ tang tuyén tinh vdi thdi gian t, quang duéng sé thé nao? Day 
chinh 1A bai to4n ngugc (n6 la phép lay tich phan). 

Dinh ly Co sé cia Gidi tich noi rang ching ta khong can thuc hién diéu gi 
mdi ca. Néu hé s6 géc cia f(t) kéo theo v(t), dién tich phia dudi v-do thi 
nguoc lai kéo theo f-dé thi. Cac gid tri f = t? dudc hién thi trén hanh trinh 
ké sinh ra cdc gid tri v = 2t dudc hién thi trén téc do ké. Theo Dinh ly Co sé nay, 
dién tich phia dudi 2t sé 14 t?. Nhung ching ta chua chttng minh bat ky dinh ly co 
sé nao, nén tét nhat 14 ding cach tinh an toan—cach tinh dién tich m6t cach thuc 
su. 

May m&n thay, no 1a dién tich cia m6t tam gidc. Day ctia tam gidc lA t va chiéu 
cao lA v = 2¢. Dién tich nay déng thuan véi f(t): 


1 : 
(1.3.4) dign tich = 5 (day) (chiéu cao) = 5 (28 =P, 


Vi pu 1.3.1. Cac dé thi duce tinh tién theo thoi gian. Chiéc xe hoi khéng khdi 
hanh cho dén khi ¢ = 1. Vi vay, v = 0 va f = 0 trong suét thdi gian do. Sau khi xe 
khéi hanh, chting ta cé v = 2(t — 1) va f = (t — 1)?. Ching ta thay dude viéc thoi 
gian bi tré 1 don vi thdi gian dudc dua vao cdc cong thttc nhu thé nao. Hinh [1.3.2] 
cho thay viéc nay anh huéng dén cdc dé thi nhu thé nao. 
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v = 2(t—1) 














1 2 1 2 1 2 


Hiny 1.3.2. Van toc va quang dudng bi tré. Cac cap v = at +b 
A 
va f= xt + bt. 


Vi DU 1.3.2. Gia téc thay déi tir 2 sang m6t hang sé a khac. Van tic thay ddi 
tit v = 2t sang v = at. Gia téc la hé s6 géc cia dudng cong van téc! Quang 


dudng cing ty 1é thuan véi a, nhung chi ¥ thita sé - 


2 Z 1 
Gia téc a & Van téc v = at & Quang dung f = gat 


‘ 1 Fe ie 
Néeua=lv=twf= 5 Day la mot trong nhting cap cong thiic noi tiéng 


nhat trong giai tich. Néu a bang hang sé gia téc trong trudng g, v = gt lA van téc 
cua mot vat dang roi tu do. Téc d6 khong phu thudc vao khéi lugng (da duge kiém 
chitng béi Galileo tai Thap nghiéng Pisa). Co thé ong thay su thay doi cha quang 


duéng f = ; gt? la dé nhan thay hon su thay doi ctia téc do v = gt. Di sao di nita, 
day 1A cap cong thitc ndi tiéng nhat trong vat Ly. 
Vi pu 1.3.3. Gia stt f(t) = 3t + t?. Van téc trung binh tit t tdi t + h a: 
fE+h)—ft)  3¢+h) + (¢+h)?-3t-?? 


“"trung binh — h a h 





S6 gia trong quang dudng cé thém 3h (dugc sinh ra tit 3(¢ + h) triv 3t). Van téc 
chita thém 3 (dugc sinh ra tit 3h bi chia bdi h). Khi 3¢ dugc cong vao quang dudng, 
3 dudc cOng vao van téc. Néu Galileo ném mot vat thay vi tha roi nd, van téc ban 
dau vp sé cOng vot vao phuong trinh quang dudng. 


CAC HAM SO VGI BIEN THOI GIAN 


Y tudng vé hé s6 g6c 1A khong kh déi v6i mot duong thang. Ching ta chia sé 
gia trong f bdi s6 gia trong t. Trong Chuong [2] ching ta chia d6 bién cua f bdi do 
bién thén ctia x. Kinh nghiém cho thay rang phan kh6 nhat do 1A nhin thay dudc 
nhitng gi sé xay ra vdi hé s6 goc khi dudng thang di chuyén. 

Hinh cho thay duéng thang di qua cac diém A va B trén duéng cong. 
Day 1A mét “cat tuyén.” Hé sé gé6c cia no 1A mét van toc trung binh. Diéu ma giai 
tich thuc hién do chinh 1A mang diém B di trén dudng cong do vé phia A. 
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toc do 


60 





xe C 


Ps es 
> t Fe 
1 


HinH 1.3.3. Hé sd géc ca dudng thang, hé sé gdc cia dudng cong. 
Hai dé thi van téc. Dé thi nao la ctia ham s6 néo? 


30 

















t t+h 





mls 


1 1 
4 2 


CAu HOI 3. Diéu gi sé ray ra vdi “sé gia trong f”—chiéu cao ctia B phia trén 
A? 


CAU TRA LOI. S6 gia trong f gidm vé khong. Vay, sé gia trong t cing giam vé 
khong. 


CAu HOI 4. Khi B tién toi A, hé 86 goc ctia dudng thang la ting hay gidm? 


CAU TRA LOI. Toi sé khong tra Idi céu hdi nay. Cau hdi nay rat quan trong va 
ban nén ty tim cach ty tra ldi ndé. Vé mot cat tuyén khac véi B gan A hon. So sdnh 
cac hé sé géc. 


Cau hoi nay da dudc sang tac bdi Steve Monk!'] tai Dai hoc Washington—é 
dai hoc nay, c6 57% s6 sinh vién ca dp tra loi ding. Co 1é 97% sé sinh vién sé tim 
dudc hé s6 géc ding tit m6t cong thiic. Hinh[1.3.3p cho thay m6t bai todn ngudgc. 
Ching ta biét van t6c chtt khong phai la quang dudng. Nhung giai tich tra ]di vé 
ca hai ham s6 nay. 

CAu HOI 5. Chiéc xe nao di nhanh hon tai thoi diém t = 3/4? 

CAU TRA LOI. Xe C c6 téc do cao hon. Xe D cé gia téc lén hon. 

CAu HOI 6. Néu cac xe khdi hanh cing lic, liéu D c6 dudi kip C tai lic két 

1 n 
thiic khéng? Gita t = 3 va t = 1, cdc xe cang lic cang gan nhau hon hay cang xa 
nhau hon? 


CAU TRA LOI. Luc nay mot nita dp tra li sai. Ban co thé khong sai nhung 
ban van c6 thé hiéu dudc tai sao ho lai sai. Ban phai nhin vao dé thi téc do va 
tudng tugng dé thi dudng di. Khi xe C dang chay nhanh hon, quang duéng gitta 
ching : 
Nh&c lai: Cac chiéc xe khdi hanh citing lic, nhung khong két thtc citing lic. 
Ching dat tdi cing téc do tai t = 1, chtt khong phai 1a citing quang duéng. Chiéc 
xe C di nhanh hon. Ban thuc sy nén vé cdc dé thi duéng di cia ching, dé thay 
ching cong nhu thé nao. 

Nhiing van dé nay gitp nhén manh thém mot diém nita. Viéc tim tdc do (hay 
hé s6 g6c) lA hoan toan khac véi viéc tim quang dudng (hay dién tich): 


11Nd: Steven G. Monk, Pho Gido su, Khoa Todn, Dai hoc Washington (tiéng Anh: University of 
Washington). 
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(1) Tim hé 86 géc cha f-dd thi tai mot thdi diém t cu thé, ban khong nhat 
thiét phai biét toin b6 lich stt hanh trinh. 
(2) Tim dién tich phia dudéi v-d6 thi cho dén mot théi diém cu thé, ban nhat 
thiét phai biét toin bo lich sti hanh trinh. 
Mot ghi chép ngan vé quang dudng lA dt dé khdi phuc lai v(t). Diém B di chuyén 
vé phia diém A. Bai todn vé hé sé goc 1A mang tinh dia phuong—toc do dudc hoan 


toan xdc dinh bdi f(t) gan diém A. 


Negugc lai, mot ghi chép ngan vé téc do 1a khong di dé khoi phuc lai toan bd 
quang dudng. Ching ta can phai biét vé s6 dim da di dudc truéc d6. Néu khong, 
ching ta chi c6 thé biét mic tang cla quang dudng chit khong phai 1A toan bd 


quang dudng. 


BAI TAP 1.3 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 
Gitta céc quéng quang f(2) = 100 va 
f(6) = 200, van téc trung binh lA _a_. 
Néu f(t) = ie khi do f(6) = __b_ va 
f(8) = _c_. Van téc trung 6 gittala__d 


Van téc titc thoi tait = 6 vAt = 8]A__e__va 


— 


Van téc trung binh dugc tinh tw f(t) 

va f(t +h) béi yp, =_g _. Néu f(t) = 2, 
. Ty t = 1 téi t = 1.1, van 

téc trung binh 1a i. Van téc titc thai 1A 
_j__ cia yp. Néu quang duéng 1a f(t) = 


UD = —h_ 


at van téc lA u(t) = __k__ va gia téc la 


=i. 

Trén dé thi cia f(t), van téc trung binh 
gitta A va B la hé sé goc cla __m_. Van 
téc tai A dugc tim thay béi__n__. Van téc 
tai B dudc tim thay bdi __o _. Khi van téc 
la duong, quang duéng la _ p_. Khi van 
téc tang, chiéc xe _q_. 


1.3.1. Tinh van téc trung binh gitta 
t=5vat=8: 


(a) f(t) = 6t 
(b) f(t) = 6t +2 
(0) F(t) = Sat? 
(a) f@) =1-0 
(c) F() =6 

(f) v(t) = 2¢ 


1.3.2. Déi vdi cing cdc ham sé trén, 
tinh [f(t+h)—f(t)]/h. Ty s6 nay phu thudc 
vao t va h. Tim gidi han khi h > 0. 


1.3.3. Néu hanh trinh ké hién thj 
f(t) = t +t (f theo dam hoac kilomet, 
t theo gid), tim téc do trung binh giita 
(a)t=1lvat=2 
(b)t=1lvat=11 
(c)t=1lvat=1+h 
(d) t=1 vat=.9 (tu ¥ h = —.1) 


1.3.4. Déi voi f(t) = #? +t tuong tu 
nhu trén, tim téc d6 trung binh gitta 


(a) t=Oval 
iL 
(c) t=O vah. 


1.3.5. Trong cau tra 1di cho 3(c), tim 
gidi han khi h > 0. Gidi han do cho ching 
ta biét diéu gi? 


1.3.6. Dat h = 0 trong cau tra ldi cla 
ban cho 4(c). Vé dé thi ciia f(t) = ¢? +t va 
chi ra hé sé géc cua no tai t = 0. 


1.3.7. Vé dé thi cha v(t) = 1+ 2t. Ta 
hinh hoc, tim dién tich phia dudi dé thi d6 
tit 0 tdi t. Tim hé sé géc cla ham dién tich 
f(t) do. 

1.3.8. Vé cdc dé thi cha v(t) = 3 — 2t 
va dién tich f(t). 


1.3.9. Ding hay sai 
(a) Néu quang duéng f(t) 1a duong, 
v(t) cfing 1a duong. 
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(b) Néu quang dudng f(t) la tang, v(t) 
cting 1a tang. 
(c) Néu f(t) 1A duong, v(t) la tang. 
(d) Néu v(t) la duong, f(t) 1a tang. 
1.3.10. Néu f(t) = 6t?, tim hé sé goc 
cia f-d6 thi va cia v-d6é thi. Hé sé géc cia 
v-d6 thi 1A 
1.3.11. Néu f(t) = t?, héi van téc 
trung binh gitta t = .9 va t = 1.1? Hoi van 
téc trung binh gitta t—h vat +h? 
1.3.12. (a) Chttng td rang déi véi 
1 Z 
f(t) = aot van toc trung binh gitta t —h 
va t+h chinh la van téc tai t. 
(b) Dién tich phia duéi v(t) = at trt—h 
dén t + h chinh 1a day 2h lan 


u(t) = 12 — 2t déi vdi t > 3. Vé parabola 
tig khtc f(t). Kiém tra ring f(6) = dién 
tich phia dudi dé thi cia g(t). 

1.3.18. Gia sit u(t) = t déi voit < 2 
va v(t) = 2 déi vi t > 2. Vé dé thi cha f(t) 
cho dén t = 3. 


1.3.19. Vé f(t) cho dén t = 4 khi v(E) 
tang tuyén tinh ti 


(a) 0 tdi 2 
(b) —1 tdi 1 
(c) —2 tdi 0. 


1.3.20 (Dugc khuyén nghi). Gia stt u(t 
la ham sine tuyén tinh ting khic cia Muc 
[1.2] (Trong Hinh [1.2.2] no la quang dudng. 
Tim dién tich phia duéi v(t) gitta t = 0 va 





1.3.13. Tim f(t) ti v(t) = 20t néu 
f (0) = 12. Ngoai ra, néu f(1) = 12. 


1.3.14. Ding hay sai, déi vdi bat ky 
duéng cong quang dudng nao. 

(a) Hé sé géc cha dudng thang tit A tdi 
B la van téc trung binh gitta cdc diém do. 

(b) Cat tuyén cé cdc hé 86 géc nho hon 
cua dudng cong. 

(c) Néu f(t) va F(t) cing bat dau va 
cing két thtic, cAc van téc trung binh bing 
nhau. 

(d) Néu v(t) va V(t) cing bat dau va 
cing két thtic, cdc mite tang cia quang 
duéng 14 bang nhau. 


1.3.15. Khi ban nhay lén va nga xuéng, 
d6 cao cua ban la y = 2t — t? theo cdc don 
vi ding. 

(a) Vé dé thi parabola nay va hé sé géc 
cua no. 

(b) Tim thdi gian 6 trén khong va dé 
cao cuc dai. 

(c) Chitng minh: Mét nita thoi gian ban 
6 phia trén y = L 

Cau thi bong 16 “treo” trén khong mot 
phan do (c). 

1.3.16. Vé dé thi f(t) = 27, g(t) = 
f(t)—2 va h(t) = f(2t), tat cd déu tt t = 0 
tdi t = 1. Tim cac van téc. 

1.3.17 (Dugc khuyén nghi). Mot van 
téc lén va xuéng 1a v(t) = 2t déi vdi t < 3, 


t = 1,2,3,4,5,6. Vé cdc diém f(1),..., f(6 
dé va vé parabola tting khic f(t) hoan 
chinh. 

1.3.21. Vé dé thi cia f(t) = [1-2 
déi voi 0 < t < 2. Tim mt cong thitc ba 
phan déi vdi v(t). 





1.3.22. Vé cdc dé thi cha f(t) déi véi 

cAc van téc sau (cho dén t = 2): 
(a) v(t) =1-t 
(b) v(t) =|1-¢ 
(c) v(t) =(1—t)+|1-¢]. 

1.3.23. Khi nao f(t) = t? — 3¢ dat dén 
10? Tim van téc trung binh cho dén thdi 
diém d6 va van téc tite thdi tai thoi diém 
do. 

1.3.24. Néu f(t) = sat? + bt +c, hdi 
u(t)? Hdi hé sé goc cha v(t)? Hi thoi diém 
khi f(t) bang 41, netua=b=c=1? 

1.3.25. Néu f(t) = t?, khi do v(t) = 2¢. 
Ham da dugc tang téc f(4t) co van téc v(4t) 
hay 4u(t) hay 4u(4t)? 

1.3.26. Néu f(t) =t—¢#?, tim v(t) va 
f(3t). Hé sé goc cha f(3t) bang v(3t) hay 
3u(t) hay 3u(3t)? 

1.3.27. Déi vi f(t) = ¢7, tim v44(¢) 
gitta 0 va t. Vé dé thi v4,,(t) va v(t). 

1.3.28. Néu ban biét van téc trung 


binh vp,(t), lam thé nao ban c6 thé tim thay 
quang duéng f(t)? Bat dau tir f(0) =0. 


1.4. CHUYEN DONG TRON Al 


i: 7 
f =sint 












T 
radians 


i 90° 180° 270° 








cost 


Hinu 1.4.1. Khi géc t thay ddi, cdc dé thi cho thay cdc canh cia 
tam giadc vudng. 


1.4. Chuyén doéng Tron 


Muc nay gidi thiéu cdc quang dudng va cdc van téc hoan toan mdéi—cdc ham 
sine va cosine tu ludng gidc. Khi toi nhac dén cdc ham s6 nay, tdi ty hdi ching 
ta can biét bao nhiéu kién thitc lugng gidc dé tim hiéu muc nay. Ching ta sé nhin 
thay mot bic hinh co ban vé tam gidc vung véi céc canh cost va sint va 1. Ngoai 
ra, ching ta sé gap phai cong thtic cuc ky quan trong sin? t + cos? t = 1, day chinh 
la Dinh ly ctia Pythagore a? + b? = c?. Tong c4c binh phuong cia cdc canh g6c 
vudng bang binh phuong canh huyén (va 1 thuc ra lai chinh 1A 17). Chi nhiéu kién 
thitc dé thoi 1A qua dt cho ching ta trong lic nay. Ditng bé cudc néu ban khong 
biét gi vé lugng gidc—ban c6 thé hoc dudc mét phan kién thitc quan trong cua 
lugng giac ngay bay gid. 

Ban sé nhan ra cdc dé thi dang séng cla cc ham sine va cosine. Ching ta du 
dinh tim tim céc hé s6 géc cia céc dé thi do. Diéu nay c6 thé dude thie hién ma 
khong can ding dén céc cong thttc déi véi sin(x + y) va cos(x + y)—nhung cong 
thitc nay sau nay dua ra cdc hé s6 géc tudng tu theo m6t cAch mang dam tinh dai 
s6 hon. O day, ching ta chi cin nhiing kién thite cd pan[| Va di sao di nita, mét 
tam gidc con c6 thé phitc tap dén mitc nhu thé nao nita chit? 


GuI CHU. Ban c6 thé nghi lugng gidc chi danh cho nhiting nguéi lam nghé trac 
dia hoac hoa tiéu (can thong thao cdc tam gidc). Sai hoan toan! Cac tng dung l6n 
nhat cia lugng gidc cho dén ngay nay lA sw quay va su rung déng va su dao 
déng. That 1a tuyét vdi lA cdc ham sine va cosine 14 qua hoan hao dé m6 ta “chuyén 
dong lap lai’”—quanh mot dudng tron hodc lén va xudng. 


Muc dich co ban cua ching ta 14 dua ra thém mét vi du trong d6é van téc dudc 
tinh theo cAm quan théng thudng. Gidi tich chi yéu 1A m6t su md rong cla cam 
quan théng thudng, nhung 6 day su md rong 1a khéng can thiét. Ching ta sé tim 
hé s6 gdc ctia dung sine. Viéc tim hé sé géc ctia dudng thang f = vt 1A dé nhung 


; il 
viéc tim hé so géc cua parabola f = xt la kho hon. Vi du mdi cing lién quan 


12G4c ham sine va cosine 1A quan trong dén néi ma tdi d& phai them mét phan 6n tap vé lugng 
gidc trong Mue[1.5] Nhung cdc khai niém trong muc nay cé thé co gid tri hon cdc cdc cong thtic. 


42 1. NHAP MON GIAI TICH 


dén dong thc té, dugc bit gap hing ngay. Ching ta bit dau véi chuyén déng 
tron, trong d6 vi tri khdi hanh dudc cho truéc vA van téc sé dudc tim thay. 

M6ét qua béng di quanh mét dudng trén cé ban kinh bang mét. Tam la 
tai = 0, y = 0 (géc toa do). Cac toa do x va y thod man x? + y? = 1, dé gitt qua 
bong trén dudng tron. Chung ta chi ra vi tri cla n6 trén Hinh|1.4.2h bing cAch dua 
ra géc so véi truc hoanh cia no. VA ching ta lam cho qua bong di chuyén vdi téc 
do hang, bang cach doi hdi rang géc bang vdi thdi gian t. Qua bong di chuyén 
ngude chiéu kim déng hé. Tai thdi diém t, nd dat dén mot diém noi ma géc bang 
t. Gdc dude do theo radians chit khéng phai theo dé, nén mdt vong quay hoan 
chinh dudc hoan thanh tai t = 27 thay vi t = 360 do. 

Qua cau bat dau trén truc x, noi ma géc bing khong. Bay gid ta tim no tai 
thai diém t: 

Quad béng nam tai diém noi ma x = cost va y = sint. 
Day 1a noi can ding lugng gidc. Ham cosine dao déng giita 1 va —1, khi qua bong 
di tt? mép phai tdi mép trai va ngudc lai. Ham sine citing dao dong gitta 1 va —1, 
bat dau tit sin0 = 0. Tai thai diém 7/2, sine (chiéu cao) tang tdi mdt. Cosine bang 
khong va qua bong dat dén diém dinh tai x = 0, y = 1. Tai thdi diém 7, cosine 
bang —1 va sine tré vé khong—cac toa do la (—1;0). Tai t = 27, qua bong di dt 
mot vong (géc citing la 27) va x = cos2a7 = 1, y= sin27 = 0. 








van t6éc 


qua bong ding 





ban kinh 1 


diing 
aaa an a t=0 
t=20 





Hinu 1.4.2. Chuyén dong tron vdi téc do 1, gc t, chiéu cao sint, 
van téc hudng lén cost. 


Diém quan trong: Quang duéng quanh duéng tron (chu vi ctia no) 1A 2ar = 27, 
bdi vi ban kinh bang 1. Qua bong di dudc mét quang dudng 27 trong thdi gian 27. 
Téc dé bang 1. Viéc con lai 1A tim van téc, dai lugng nay khong chi lA t6c dd ma 
con c6 ca hudng. 
D6 vs. radians Ding mét vong tron 1a 360 d6 va la 27 radians. Vi vay 
lradian = 360/27 do = 57.3 do. 
1d6 = 27/360 radian ~ .01745 radian. 
Radians dude phat minh ra dé tranh cdc s6 nay! Téc do ding bang 1, dat dén dén 
t radians tai thoi diém t. Téc do sé 1A .01745 néu qua bong dat dén t do. Qua bong 
sé hoan thanh mot vong tai thai diém T = 360. Ching ta khong thé chap nhan 
duge phép chia dudng tron thanh 360 miéng (bdi ai?) ma sinh ra cdc s6 nay. 
Dé phan biét d6 vdi radians, xAc minh rang sin 1° = .017 va sin1 = .84. 
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VAN TOC CUA QUA BONG 


Tai thai diém t, qua bong dang di theo huéng nao? Giai tich chi trong dén 
chuyén dong gitta t va t-+h. Dédi vdi mot qua bong trén mot soi day, ching ta khong 
can gidi tich—ctt tha cho qua bong lan. Hudéng ctia chuyén déng la tiép vdi 
vdi dudng tron. Néu khong c6 lic nao giit cho n6 trén dudng tron, qua bing di 
thang ra ngoai theo phuong tiép tuyén. Néu qua cau 1a mat trang, luc 1A trong luc. 
Néu do la mot cay bia quay vong trén mét sdi day xich, luc lA tv tam. Khi ngudi 
ném tha tay ra, bia bay thang ra ngoai—do 1A nghé thuat chon ding thdi diém. 
(Toi da ttmg nhin thay mot ngudi ban bi dung phai mot cay btia tai MIT, dng ay 
da séng sot sau cit dung, nhung ngudi ném d& chudn ém.) Gidi tich sé tim thay 
cing hudng tiép tuyén do, khi cdc diém tai t va t + h dén gan nhau. 

“Tam gidc van téc” nam trong Hinh (1.4.2. No tuong tu nhu tam giac vi tri, 
nhung bi quay m6t géc 90°. Canh huyén 1a tiép tuyén vdi dudng tron, nam theo 
hudng qua bong dang di chuyén. Chiéu dai cia no bang 1 (t6c do). Goc t van xuat 
hién, nhung bay gid no 1A géc so véi phucng ding. Thanh phan huéng lén cia 
van téc la cost, trong khi thanh phan hudng lén cia vi tri la sint. Dé la 
tinh toan dua theo cam quan thong thudng ching ta, dua trén médt hinh vé chit 
khong phai lA m6t cong thitc. Phan con lai cla muc nay phu thuéc vao tinh todn 
nay—va ching ta kiém tra v = cost tai cdc diém dac biét. 

Tai thoi diém bat dau t = 0, chuyén dong déu huéng lén. Dé cao 1a sin0 = 0, 
va vector hudng lén 14 cos0 = 1. Tai thdi diém 7/2, qua bong dat dén dinh. Do 
cao lA sina /2 = 1 va vector huéng lén 1a cos 7/2 = 0. Tai thoi diém do, qua bong 
khong di chuyén lén hay xudng. 

Van téc theo phudng ngang chtta mot dau trit. Ban dau, qua bong di chuyén 
sang trai. Gid tri cla x 1A cost, nhung téc do theo phuong x 1a — sint. Nita dudng 
tron ludng gidc nim trong hinh d6 (nita dep cia dudng tron lugng gidc), va ban 
thay dudc cong thitc sin? ¢ + cos?¢ = 1 1A c&n ban dén mittc nao. Cau héi dé dude 
Ap dung cho vi tri va van téc, tai méi thai diém. 

Ung dung cia hinh hoc phang: Cac tam gidc vuéng trong Hinh [1.4.2] co 
cting kich c6 va hinh dang. Ching tuong dang!*|-g6c t nim phia trén qua bong 
bang goc t tai tam. Do 1A béi vi tong cla ba géc tai vi tri cha qua bong bang 180°. 


DAO DONG: CHUYEN DONG LEN VA XUONG 


Ching ta bay gié ding chuyén dong tron dé nghién cttu chuyén dong thang. 
Duéng thang ma ching ta xét lA truc y. Thay vi mot qua bong di chuyén dong 
quanh mot duéng tron, mot khdi lugng sé di chuyén dong lén va xudng. N6 dao 
dong gitta y = 1 va y = —1. Khéi luong la “bong hinh ctia qua cau,” va ching 
ta sé gidi thich diéu nay trong chéc lat nita thdi. 

C6 mot dao dong that thudng ma ching ta khong mu6én chit nao, vdi v = 1 va 
v = —1. Cai van téc “bang-bang” d6 giéng nhu mét qua bong bi da, nay gitta hai 
bang ma khong bi cham lai. Néu khoang cach gitta hai bing 1A 2, khi d6 tai t = 4, 
qua bong tré lai vi tri xudt phat. Dé thi quang dudng di la mot dudng zigzac (hoac 
rang cua) ttt Muc 

Chung ta thich mot chuyén déng mu¢dt ma hon. Thay vi cdc van toc nhay gitta 
+1 va —1, mot dao dong thuc té cham dan vé khong va tit tit tang téc tré lai. 
Chinh 1a khéi lugng trén dau mét 1d xo dA kéo n6é quay vé téc dé ban dau. Van téc 


13Nd: Trong hinh hoc, hai hinh dugc goi 1A tugdng dang néu ching cé cing hinh dang va kich cd. 
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9 “ T T 2 7 
qua bong sin5=1 cos oo 0 déi chiéu 


khéi lugng l ae 2 





1 
1 
i 
Yen = Cost sin0 = i cos0 = 1 lén 

fien = sint . 

sina = 0 | cost =—1 } xudng 
i 

_ 39 i 7 . . 

an =-—1 =. cos oe =0 d6i chiéu 
ie eee 


Hinu 1.4.3. Chuyén dong trdn cia qua bong va chuyén dong diéu 
héa ctia khéi lugng (cdi bong cia nd). 


rét vé khong khi 10 xo bi kéo gin hét cd. Sau d6 v 1a 4m, vi khéi lugng di citing 
mot quang dudng nhung theo hudng ngugc lai. Chuyén déng diéu héa 1a chuyén 


zs 1 i 
dong tdi va lui quan trong nhat, trong khi f = vt va f = ut la cac chuyén dong 


mot chiéu quan trong nhat. 

Lam thé nao dé mé ta giao dong nay? Cach tot nhat 1A ndi no va véi qua bong 
trén dudng tron. D6 cao ctia qua béng sé la dé cao cia khéi ludng. “Cai 
bong cla qua béng” di lén va xuéng, ngang vdi qua bong. Khi qua bong vudt qua 
dinh cia dudng tron, khéi lugng ding lai tai dinh va bat dau di xuéng. Khi qua 
bong vong qua day, khéi lugng ditng lai va di ngugc lén theo truc y. Nita duéng lén 


(hoac xuéng) déu cé téc do 1a 1. 

Hinh cho thay khéi ludng tai mot thdi diém dién hinh t. D6 cao la 
y = f(t) =sint ngang vdi qua bong. Dé cao nay dao dong giita f = 1 va f = —1. 
Nhung chat diém khong di chuyén dong véi téc do hing. Téc dé ctia chat diém 
la thay déi mac du téc dé ctia qua béng luén bang 1. Théi gian dé qua bong 
di m6t vong hoan chinh van 1A 27, nhung trong khoang thdi gian d6, khéi lugng lai 
tang téc va giam téc. Van dé 6 day 1a tim van téc thay doi v. Vi khoang cach 1A 
f =sint, van toc sé lA hé 86 géc ctia dudng sine. 


HE SO GOC CUA DUGNG CONG SINE 


Tai dinh va day (t = 7/2 va t = 37/2), qua bong thay doi hudng va v = 0. Hé 
86 goc tai dinh va day cia duéng sine bang ihongl Tai thai diém ¢t = 0, khi qua 
bong di thang lén, hé s6 g6éc cia duéng sine IA v = 1. Tai t = 7, khi trai banh va 
chat diém va dé thi f di xuéng, van téc IA v = —1. Chat diém chuyén dong nhanh 
nhat tai tam. Chat diém di cham lai (tham chi ding lai) khi tung do dat cuc dai 
hay cuc tiéu. Tam gidc van téc san sinh ra v tai méi thdi diém. 

Dé tim van téc hudng lén ctia khéi ludng, hay dé ¥ van téc hudng lén cia qua 
bong. Cac van téc la nhu nhau! Khéi lugng va qua cau 6 nhau, va ching ta biét v 
tit chuyén dong tron: vaén téc hudéng lén la v = cost. 

Hinh fA lcho thay két qua ching ta mu6én. Bén phia bén phai, f = sint dua 
ra do cao. Bén phia bén trai 1A van téc v = cost. Van téc 1A hé s6 géc cha f-dudng 


Mpiéu nay trong c6é vé dé nhung sau nay ban sé thay no cuc ky quan trong. Tai mét cuc dai 
hodc cuc tiéu, hé sé géc bang khéng. Dudng cong cé tiép tuyén nim ngang tai do. 
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=A 


Hinu 1.4.4. v=cost khi f = sint (do); v = —sint khi f = cost 
(den). 


cong. Dé cao va van téc (c4c dudng dd) 1A dao dong cting nhau, nhung ching léch 
pha—giéng nhu viéc tam gidc vi tri va tam gidc van téc 1A vudng g6c véi nhau!!>| 
Diéu nay 1a hoan toan tuyét voi, IA viéc trong giai tich hai ham so ndi tiéng nhat 
ctia luong gidc tao thanh mot cip: Hé s6 géc ctia dudng sine duoc cho bdi 
dudng cosine. 
Khi quang duéng la f(t) =sint, van téc la v(t) = cost. 

Ldi thi tdi: Hé sé géc cla sint di khong dugc tinh theo cach thudng thay. Trudc 
day, ching ta da so snh (t+ h)? véi t?, va da chia quang duéng do bdi h. Van téc 
trung binh nay tién tdi hé s6 géc 2t khi h trdé nén nho. Déi vdi sint chting ta c6 thé 
thuc hién tuong tu: 





(1.4.1) sitioinnein— do bien ine cla sint _ sin(t +h) — sint 

do bién thién cua t h 
Day 1a noi ching ta can cong thitc déi véi sin(t + h), cong thtfc nay sé sém xuat 
hién. Bang cach nao dé, ty s6 trong (1) sé tién tdi cost khi h > 0. Cac ham sine 
va cosine phi hop vdi m6 hinh tuong tu nhu cdc ham sé t? va 2t—dudng tat cua 
ching ta la xét cdi bong cia chuyén dong quanh mot duéng tron. 


CAU HOI 7. Diéu gi sé xdy ra néu qua bong di nhanh gap hai lan, dé dat dén 
goc 2t tai thoi diém t? 


CAU TRA LOL Téc do bay gid 1a 2. Thdi gian dé di hét mot vdng hoan chinh 
chi lA 7. Vi tri cia qua bong 1a « = cos 2t va y = sin 2t. Van téc van la tiép tuyén 
v6i dudng tron—nhung tiép tuyén 1a tai g6c 27, ndi vi tri cla qua bong. Vi vay, 
cos 2t xuat hién trong van téc hudng lén va — sin 2t xuat hién trong van téc theo 
phuong ngang. Su khac nhau lA tam gidc van téc bay gid lén gap déi. Van 
t6c hudng lén khong phai lA cos2¢ ma 1A 2cos2t, van t6c theo phudng ngang 1a 
—sin 2t. Chi ¥ cdc s6 2 nay! 

CAU HOI 8. Dién tich phia dudi dudng cosine tut = 0 téit = 1/2 la bao nhiéu? 
Ban co thé tra ldi cau tra loi nay, néu ban chap nhan Dinh ly Co sé cia Gidi 


tich—viéc tinh cdc dién tich la bai todn nguoc cta viéc tinh cdc hé s6 


15Nd: Hai vat lA vu6ng goéc véi nhau khi hai vat d6 dudc dat sao cho ching tao thanh mdét gdéc 
90° tai noi ching cham vao nhau. 
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goc, néu ban chap nhan dinh ly nay. Hé s6 géc cia sint la cost, nén dién tich phia 
duéi cost 1A mite tang cia sint. Ching ta van chua c6 ly do gi dé tin vao dinh ly 
nay, nhung hay cit ding no da. 
Ty sin0 = 0 tdi sina /2 = 1, mttc tang 1a 1. Hay tan dung sttc manh cta gidi 
tich. Khong c6 phuong phap nao c6 thé gitp ching ta tinh dudc dién tich duéi mot 
du6ng cosine nhanh nhu vay. 
Ching ta bat tay ngay vao kham pha m6t cip quang dudng va van téc khac 
(mot cap f-v khdc) ma khong mat thém nhiéu cong sttc. Lic nay f 14 ham cosine. 
Thai diém dong hé bat dau chay 1A tai dinh ctia dudng tron. Thdi diém t = 7/2 ct 
bay gid la t = 0. Cac dudng nét ditt trong Hinh fdlcho thay diém bat dau mdi. 
Nhung cai bong c6 cing mét chuyén dong véi qua bong—qua béng van tiép tuc di 
quanh duéng tron, va va khéi lugng cit theo n6 lén va xuéng. Dé thi cia f va dé 
thi cla v van ding, chi c6 diéu thdi gian da bi tinh tién mot lugng 7/2. 
Dé thi cia f moi la cia mot ham cosine. Nhung v-d6 thi mdi la cia ham trit 
sine. Hé sé géc cua dudng cosine dudc suy ra tit @m cua dudng sine. Do la mot 
cap ham s6 ndi tiéng khac, cip sinh doi cua cap dau tién: 
Khi quang duéng la f(t) = cost, van téc la v(t) = —sint. 
Ban c6 thé hiéu diéu d6 bang céch quan sat qua bong di chuyén sang trai va sang 
phai (thay vi di lén va di xu6éng). Quang duéng 1a f = cost. Van téc lA v = — sint. 
Cap sinh d6i nay hoan thanh khia canh giai tich trong Chuong{1] (Iugng giac 6 muc 
sau). Ching ta 6n tap cc y tudng: 
v la: van téc 
dé déc cia dudng cong quang duéng 
gidt han cia van téc trung binh trén mot khoang thdi gian ngdin 
dao ham cia f. 

fla: dudng di 
dién tich phia dudi dudng cong van téc 
gidi han cia tong quang dudng trén nhiéu khoang thdi gian ngan 
tich phén cua v. 

Gidi tich vi phén: Tinh v tu f. Gidi tich tich phén: Tinh f tu v. 


aos e pees 1 
V6i van toc hang, f bang vt. V6i gia toc hang, v = at va f = sat Trong 


chuyén dong diéu hoa, v = cost va f = sint. Mot phan muc tiéu cua ching ta lA 
phat trién danh sdch gdm cac cap ham sé tuong tu nhu vay—dé thu hién diéu nay, 
ching ta can dén cac cong cu cta gidi tich. Mot phan quan trong khac 1a dua cdc 
y tudng nay vao su dung. 

Truéc khi chuong nay két thic chuong nay, liéu tdi co thé thém mot hutu ¥ vé 
cudn sAch nay va khéa hoc nay dudc hay khong? cuén séch nay mang dam chat ca 
nhan hon thong thudng, va toi hy vong ngudi doc sé chap thuan diéu nay. Nhitng 
gi tdi viét IA rat st vdi nhting gi tdi sé noi, néu ban dang ngéi trong lép hoc nay 
ctia toi. Cac cau van dude noi trudc khi duge viét raf!4] Giai tich rat s6ng dong va 
khong ngitng phat trién—chting ta can day no theo cach nay. 

Mot phan mdi cla b6 mon nay dé xuat hién cing véi su ra di cla may tinh. 
May tinh thuc hién véi mét buéc httu han h, chtt khong phai véi m6t gidi han “cuc 
vi.” Két qua cia nhitng gi may tinh c6 thé lAm sé dudc hién thi ra ngay—ngay ca 


16Phy dé trén truyén hinh hoat déng theo co ché nay. C6 thé xem cuén sch nay 1& phu dé cho 
bai giang trén ldp cua tdi. 
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khi no khéng thé tim duc cdc hé sé goc hoac dién tich chinh xéc, nhung n6 van 
dua ra két qua gan ding. Diéu nay da g6p phan thic day manh viéc giai quyét mot 
loat cdc van dé. Ching ta dap dudc lén mat tring bdi vi f vA v d& dudc tinh qua 
chinh xdc. (Quy dao cla mat tring c6 cac sine va cosine, tau vii tru khdi hanh véi 


1 F z : 
v=atva f= gat Chi cé may tinh mdi cé the tinh toan dude vé khi cuon va luc 


hap dan cia mat trdi va khdi lugng thay ddi cua tau vi tru). Todn hoc hién dai 
la mét t6 hep ctia céc céng thitc chinh wdc va cdc tinh todn gan ding. 
Khong thé bé qua phan nao trong hai phan nay, va toi mong ban thay dude ban 
chat so cia nhitng nhu gi ching ta rit ra bang dai s6. Cac bai tap 1a dé gitp ban 
nam vitng ca hai phan. 

Khéa hoc giai tich nay di c6 m6t khdéi dau chéng vanh—khong phai bat dau 
v6i mot thao luan tritu tugng vé cdc tap hdp hoc cdc ham sé hodc cac gidi han, 
ma vGi cdc cau hdi cu thé dan dén nhitng ¥ tudng do. Ban vita bat gap 6 trén mot 
ham quang duéng f va mét gidi han v cua cdc van téc trung binh. Ching ta sé 
gip thém nhiéu ham sé va cham tran thém nhiéu gidi han (va cdc dinh nghia cia 
ching!) nhung diéu quan trong la phai nghién cttu cdc vi du quan trong ngay tit 
sém. Ching ta con rat nhiéu viéc phai lam, nhung khéa hoc chac chin da bat dau 
roi. 


BAI TAP 1.4 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 


Mot qua bong tai mét goc t trén dudng 
tron don vi c6 céc toa d6 x = _a_ va 
y= __b_. No hoan thanh m6ét vong quay 
hoan chinh tait= _c_. Téc dé cla no lA 

d_. Van téc cia n6é chi theo hudng cta 

e_,mala _f_ véi ban kinh di ra tt 
tam. Van téc hudng lén 14g va van téc 
theo phuocng ngang la __h 


Mot khéi lugng di lén va di xuéng 
ngang bang véi qua bong cé dé cao f(t) = 
i. Day duoc goi 1A chuyén dong jj _ 
don. Van téc la v(t) = _k_. Khit = 7/2, 
déocaola f= 1 vavantéclavu=_m_. 
Néu mot khéi lugng duce tang téc dat dén 
f = sin2t tai thai diém t, van téc cia no 





lav = __n_. Mot cai bong di chuyén phia 
dudi qua bong cé f = cost vav = _o_. 
Khi f la quang dudng = dién tich = tich 
phan,vla p = q = _ fr 





1.4.1. Déi v6i mét qua bong di quanh 
mot dudng tron don vi véi van téc 1, 
(a) mat bao lau dé no di hét 5 vong? 


(b) tai thoi diém t = 37/2, qua bong 6 
dau? 


(c) tai t = 22, qua bong 6 dau (x4p xi)? 


1.4.2. Déi véi cing chuyén dong trén, 
tim caéc toa do x va y chinh xac tai t = 27/3. 
Tai thai diém nao qua béng sé cham truc 
x, néu no di ra khdi duGng trdn trén theo 
phuong tiép tuyén tai t = 27/3? 


1.4.3. M6ét qua bong di quanh mot 
dudng tron cé ban kinh 4. Tai thai diém 
t (khi no dat dén goc t), tim 

(a) cc toa do x va y cua n6 

(b) téc do va quang dudng da di dude 

(c) van t6c theo phuong dting va theo 
phuong ngang. 


1.4.4. Trén mdt dudng tron cé ban 
kinh R, tim cdc toa do x va y tai thoi diém 
t (va goc t). Vé tam gidc van téc va tim céc 
van t6c @ VA y. 


1.4.5. Mot qua béng chuyén dong 
quanh mét dudng tron don vi (ban kinh 1) 
v6i tic do 3, bat dau tt gc khong. Tai thai 
diém t, 

(a) no dat dén géc nao? 
(b) hdi cdc toa do x va y cua n6? 
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(c) hdi cdc van téc x va y cha no? Phan 
nay kho hon. 


1.4.6. Cho mot qua bong khac 6 trudc 
va cach qua bong vdi téc dé 3 trén day mot 
khoang 7/2 radians, tim géc cla n6, cdc toa 
d6 x va y cia né, va van téc theo phudng 
ding ctia n6 tai thoi diém t. 

1.4.7. Mot khéi lugng di chuyén trén 
truc x phia dudi hoadc phia trén qua bong 
ban dau (trén duéng tron don vi vdi téc 
do 1). Hdi vi tri « = f(t)? Tim z va v tai 
t = 7/4. Vé dé thi x va v cho dén khit = 7. 


1.4.8. Liéu khéi lugng méi (phia trén 
hoac phia dudi qua bong ban dau) cé gap 
khéi lugng ci (ngang bang vdi qua béng) 
hay khéng? Héi khoang cach gitta céc khéi 
luong tai thoi diém ¢t? 

1.4.9. Vé cdc dé thi cia f(t) = cos 3t 
va cos 27t va 27 cost, danh dau cac truc thdi 
gian. Hoi chu ky lap lai cia ttmg f? 

1.4.10. Vé cdc dé thi cia f = sin(t+7) 
va v = cos(t+7). Dao dong nay ngang bang 
vdi qua bong nao? 

1.4.11. Ve cic d6 thi cia f = sin(>—1) 
vav=— cos(5 —t). Dao dong nay ngang 
bang véi mot qua béng di theo huéng nao 
va bat dau 6 dau? 

1.4.12. Vé dé thi cha f(t) = sint + 
cost. Uéc lugng dé cao 1én nhat cia no (f 
cuc dai) va thi diém no dat dén do cao do. 
Kiém tra uwéc lugng ctia ban bang cach tinh 
P 

1.4.13. Ban phai chay xuyén qua 
dudng trdn nhanh nhu thé nao dé gap qua 
bong mét lan nita? No chuyén dong vdi tc 
do 1. 

1.4.14. Mot khéi lugng roi ttt dinh cia 
dudng tron don vi khi qua bong cé téc dé 1 
di qua. Can gia téc a bao nhiéu dé gap qua 
bong tai day? 

Tim dién tich phia du6éi v = cost 
tit s6 gia trong f = sint: 


1.4.15. ttt -Otéit=—a 
1.4.16. tit = 0 téi t=7 


1.4.17. twt=0 tdi t = 27 


TT 


1.4.18. Tet= 5 a om 


2 

1.4.19. DuGng cong quaéng dudng f = 
sin4¢t sinh ra dudng cong van téc v = 
4cos 4t. Giai thich ca hai sé 4 do. 


dén t 


1.4.20. Dudng cong quang dudng f = 
2cos3t sinh ra duéng cong van téc v = 
—6sin 3t. Gidi thich s6 —6 do. 

1.4.21. Dudng cong van téc v = cos 4t 
sinh ra duéng cong quaéng duéng f = 
1 Z 
4 sin 4t. Giai thich so ri do. 


1.4.22. Van t6c v = 5sin5t sinh ra 
quang dudng nao? 


1.4.23. Tim hé s6 géc cia dudng sine 
tait = ; ttt v = cost. Sau dé tim hé sé géc 


trung binh bang cach chia sin 7/2 — sin 7/3 
bédi hiéu théi gian 7/2 — 7/3. 


1.4.24. Hé sé goc cia f = sint tai 
t= 0 1a cos0 = 1. Tinh cdc hé sé géc trung 
binh (sint)/t déi véi t = 1,.1,.01, .001. 


Qua bong tai x = cost, y = sint 
quay (1) nguoc chiéu kim déng hé (2) 
véi ban kinh 1 (3) bat dau tiv x = 1, 
y = 0 (4) vdi téc dé 1. Tim (1)(2)(3)(4) 
déi vdi cdc chuyén dong 25-30. 








1.4.25. x =cos3t, y = —sin3t 
1.4.26. x = 3cos4t, y = 3sin 4t 
1.4.27. x = 5sin2t, y = 5cos 2t 
1.4.28. x =1+ cost, y=sint 
1.4.29. « =cos(t+1), y = sin(t+ 1) 
1.4.30. « = cos(—t), y = sin(—t) 


Dao déng x = 0, y = sint di (1) lén 
va xu6ng (2) gitta —1 va 1 (3) bat dau 
ti «= 0, y = 0 (4) tai van téc v = cost. 
Tim (1)(2)(3)(4) déi vdi cdc dao dong 


1.4.31 1.4.36) 


1.4.31. «=cost, y=0 
1.4.32. « =0, y =sin 5t 
1.4.33. « =0, y = 2sin(t + @) 
1.4.34. x = cost, y = cost 
1.4.35. «=0, y= —2cos st 
1.4.36. x = cos” ty= sin? t 
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1.4.37. Néu qua bong trén duéng tron bong, trong tai sé ho mot 1éi ball{!5| Lién 
don vi dat dén t dé tai thai diém t, tim vi doan Bong chay My] da quyét dinh mét 
tri, té6c dé va van téc hudng lén cia no. cach todn hoc rang luén cé mét khoang 

1.4.38. Chon sé k dé cho x = coskt, ‘tng gitta chuyén dong lui va tdi, ngay ca 
khi khoang thoi gian d6 qua ngan dé nhin 
thay dugc. (Vi vay, khong cé 164i balk.) Liéu 
diéu d6 c6 ding hay khong? 


y = sinkt hoan thanh mot vong quay tai 

t = 1. Tim téc d6 vA van téc huéng lén. 
1.4.39. Néu mét cau tht giao bong] 

khong tam dtmng trudc khi bat dau ném 


1.5. On tap vé Luong gidc 


Luong gidc bat dau bing mét tam gidc vudng. Kich thuéc cua tam gidc la 
khong quan trong nhu cdc géc. Ching ta tap trung vao mot gdc cu thé—goi no 1a 
6—va vao cac ty s6 gitta ba canh x,y,r. Nhitng t¥ s6 nay khong thay ddi néu cdc 
tam gidc la déng dang. Ba canh dua ra s4u ty s6, ching 1A céc ham co ban cha 
ligng giac: 

















x canh ké r 1 
cos? = — = . secO = — = 
r  canh huyén x cosé 
Zs al 
y y a ates ae csc 6 = = - 
r  canh huyén y sind 
Ae 1 
tan@ = a canh doi del cot 6 = — 
# r canh ké y  tané 
HINH 1.5.1 


Tat nhién, su ty so nay lA khéng déc lap véi nhau. Ba ty s6 6 phia bén phai dudc 
suy ra tit ba ty s6 d phia bén trai. VA tangent (tang) 1A sine bi chia bdi cosine: 


_Y 


ax 





t+ 
» 
5 
DS 
| 
| 
3/8/31 


Luu ¥ rang trong tiéng Anh, ti “tangent (tang) cia mét géc” va “tangent (tiép 
tuyén) véi mot dudng tron” va “tangent line (dudng tiép tuyén) véi mot dé thi” 1A 
nhting c4ch stt dung khac nhau cua cing mot tit. Khi cos 6 tién tdi khong, tangent 
ctia 6 tién tdi v6 cing. Canh x tré thanh khong, @ tién tdi 90° va tam gidc bién 
dang thanh duong thang dtmg cé do déc vo han. Sine cita 90° 1A 7 1, 


Cac tam gidc c6 mét han ché nghiém trong. Mac dti cdc tam gidc 1A m6t cong 
cu khao sat tuyét voi déi véi cAc g6c khong vuct qua 90°, va cé thé stt dung dude 
déi vdi cc khong vuct qué 180°, nhung ching lai dua ra cdc két qua khéng chinh 


INd: Cau thi giao bong la mét trong 9 cau thi cia mot ddi bong chay véi tén tiéng Anh 
la “Pitcher”. 

18Nd: Trong mén bong chay, mét cAu thi giao bong cé thé thuc hién mét sd chuyén dong 
hoadc hanh déng bat hdp phap tao thanh mét 146i balk. Hau hét cAc vi pham nay lién quan 
dén viéc cau thi giao bong nay gia vd c6 hanh déng ném bong trong khi thuc ra ngudi dé 
khdng cé y dinh lam nhu vay. 

19Nd: Lién doan Bong chay M¥ (tiéng Anh: American League). 
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xc déi vdi cc géc 1én hon nita. Ching ta khong thé nao dat dudc médt gdc 240° 
vao mét tam gidc. Vi vay, ching ta bay gid chuyén sang mot dung tron. 


2 


y=2sin0 

















HINH 1.5.2. Luong giac trén mét dudng tron. So sénh 2sin@ vdi 
sin 20 va tan@ (cdc chu ky 27,7,7/). 


Cac géc dugce do tit vi tri truc « duong (ngudc chiéu kim déng hé). Nhu vay 
gdc 90° c6 mot canh thang ditng, g6c 180° c6 hai canh déi nhau, gdc 360° c6 cdc 
canh tring v6i cic canh ctia géc 0°. (Sau dé, géc 450° c6 cdc canh tring véi cac 
canh cua g6c 90°). Méi géc tao ra mot diém trén dudng trdn cd ban kinh r. Cac toa 
do x va y cia cdc diém dé c6 thé 1a 4m (nhung khéng bao gid lar). Khi mot diém 
chay quanh dudng tron, sdu ty sé cos 0, sin @, tan9,... vach ra sau dé thi. Dang séng 
cosine giéng nhu dang s6ng sine (chi bi tinh tién m6t g6c 90°). 

Viéc chuyén tit m6t tam gidc sang mot dudng tron cing dan dén mot su thay 
déi ntta. Don vi do bi loai bd. Chung ta sé chi ding don vi radians. Quang dudng 
quanh toan bo dudng tron la 27r. Quang dudng quanh tdi cdc diém khac 1a Or. 
Ching ta do goc bdi béi 86 0 nay. Déi véi mot niia dudng trdn, quang dudng 
la mr, nén goc 1A 7 radian—ttic 14 180° . Mot phan tu dudng tron 1a 7/2 radians 
hay 90°. Quang dudéng quanh tdi géc 0 la r lan 0. 

Khi r = 1, day la budéc don gian héa sau cing: Quang dudng la 0. Mot géc 45° 
la : cia mot dudng tron va 1a 27/8 radians—va chiéu dai cua cung tron 1A 27/8. 


Tuong tu déi véi 1°: 


360° = 27 radians 1° = 27/360 radians lradian = 360/27 do. 


Mot g6éc quay theo chiéu kim déng hé 1A @m. Géc —7/3 1a —60° chiém ; duéng 
tron theo chiéu sail?) H6i tac dong cia géc am lén s4u ham lugng gidc trén? 

Chac chan_r 1a khong déi khi ta chuyén tit @ sang —0. Va x cing IA khong déi 
(xem Hinh [1.5.2h). Nhung y doi dau, béi vi —@ nim phia dudéi truc hoanh trong 
khi +0 nam phia trén truc hoanh. Sy thay déi nay trong y nay anh hudng dén y/r 
va y/x nhung khong anh huéng dén «/r: 


cos(—6@) = cos 6 sin(—@) = — sind tan(—0) = —tané. 
Cosine 1a chan (khong doi dau). Sine va tangent 1a lé (doi dau). 


20Nd: chiéu am, citing chiéu kim déng hé, 1A chiéu sai ngudc vdi chiéu dugng, ngudc chiéu kim 
déng hé, 1A chiéu ding. 
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oD 2 2 
Goc chiém 6 duéng tron theo chieu ding cing dua ra cing mot diém vdi gdc 


a al 2 5 
chiém 5 dudng tron theo chiéu sai 6 trén. Vi vay, 6 cua 27 radians (hay 300°) c6 


cing chiéu nhu —7/3 radians hay —60°. M6t sai khdc 2x khéng lam thay doi 
x, y, r. Nhu vay sin@ va cos@ va bon ham khac déu c6 chu ky 27. Ching ta c6 thé 
di quanh 5 lan hoac 100 lan quanh duéng tron, cOng 10m hoadc 2007 vao géc, va gid 
tri cla sdu ham s6 d6 van khong thay déi. 


Vi DU. Tinh séu ham lugng gidc tai 0 = 27/3 (hay 0 = —47/3). 
Goc nay dude cho thay trong Hinh[L.5.2h (trong dé r = 1). Cac ty sé la: 


3cos6 = a/r = —1/2 sin 6 = y/r = V3/2 tan = y/z =—V3 
sec § = —2 esc 0 = 2/V3 cot 9 = —1/V3 


Nhitng con s6 nay minh hoa bén diéu co ban vé dé lén cua bén ham sé: 
|cos6| <1 |siné| <1 |secO| > 1 |csc 0] > 1. 
Tangent va cotangent co thé nhan bat ky gia tri nao, mién lA cot @ = 1/ tan. 


Nhiing con sé trén con tiét 16 nhiéu diéu nia. Gid tri tangent — V3 1a t¥ 86 cia 
sine vi cosine. Gid tri secant —2 1a 1/cos@. Cac binh phuong cta ching 1a 3 va 4 
(khdc nhau 1 don vi). Diéu nay dt rat quan trong nhung lai dé bi phét 16. C6 ba 
hé thite vé binh phuong cia s4u sé nay, va ching 1A cdc déng nhat thttc quan trong 
cua lugng giac: 


cos? 6+ sin?6=1 1+tan? 0 = sec? 0 1+ cot? 6 = csc? 6 


Tat ca cac déng nhat thitc trén déu duoc suy ra tv dinh ly cia Pythagore 
a? +y? =r?. Chia béi r? dita ra (2/r)? + (y/r)? = 1. Dé 1a cos? 6+ sin? 6 = 1. Chia 
béi a” dua ra dng nhat thitc thit hai, do 1a 1+ (y/x)? = (r/x)?. Chia béi y? dua 
ra déng nhat thitc thit ba. Ca ba déng nhat thttc nay déu rat can thiét xuyén suét 
cu6n sAch nay—va ching ta nhat dinh khéng dudc quén déng nhat thitc tht nhat. 


KHOANG CACH VA CAC CONG THUC CONG 


Dé tinh khoang cach gitta cdc diém, ching ta ding cong thitc Pythagore. Cac 
diém dude cho thay trong Hinh [1.5.3p. Nhitng diém nay dudc xac dinh bdi cdc toa 
do x va y cua ching, va d lA khoang cach gitta ching. Cing véi diém thit ba tao 
thanh mot tam giadc vudng. 

Ching ta dé dang thu dugc khoang cach x doc theo day. N6 1a |x2 — x1|. Khoang 
cach theo phuong ditng doc theo canh bén 1a |y2 — y,|. Cong thttc Pythagore ngay 
lap lttc dua ra khoang cach d: 








(1.5.1) khodng cach gitta hai diém = d= \/(x2 — 41)? + (y2 —1)?. 
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x = cost 
y =sint 




















Hinu 1.5.3. Khoang cach gitta cdc céc diém va cdc khoang cach 
bang nhau trong hai duéng tron. 


Bang cach 4p dung cong thttc khoang cach trong hai dudng tron bang nhau, 
ching ta kham pha ra cosine ctia s — t. (Viéc trit cdc géc 1a can thiét.) Trong Hinh 
1.5.3b, binh phitong khoang cach 1A 


d* = (do bién thién ctia x)? + (do bién thién cia y)? 
(1.5.2) = (cos s — cost)? + (sins — sint)?. 


Hinh cho thay cing dudng tron va tam gidc (nhung da bi quay). Binh phuong 
khoang cach tuong tu la 








(1.5.3) d® = (cos(s — t) — 1)? + (sin(s — t))?. 


Bay gid khai trién c4c binh phucng trong cdc phuong trinh (1.5.2) va (1.5.3). Bat 
ett khi nao (cosine)? + (sine)? xuat hién, thay no béi 1. Khoang cach 1a nhu nhau, 


nén (1.5.2) = (1.5.3) : 


(1.5.2) =1+1-— 2cosscost — 2sinssint 
(1.5.3) = 1+ 1 - 2cos(s — t). 


Sau khi triét tiéu 1+ 1 vA tiép do triét tigu —2, ching ta ta c6 “céng thttc céng” 
déi vdi cos(s — t): 





(1.5.4) Cosine clia s — t bang cosscost + sin ssint. 


(1.5.5) Cosine clia s + t bang cos s cost — sin ssint. 


Dé thay nhat 1A khi ¢ = 0 . Khi dé cos0 = 1 va sin0 = 0. Cac phugng trinh quy 
thanh cos s = cos s. 

Dé di tir[1.5.4] tai [1.5.5] trong moi truéng hgp, thay t bdi —t. Khong coé su thay 
déi nao trong cost, nhung mot “dau trit’” xuat hién vdi sine. Trong trudng hdp dac 
biét s = t, ching ta c6 cos(s + t) = costcost — sintsint. Day la mot cong thiic 
dudc ding nhiéu déi vdi cos 2t. 


(1.5.6) Géc nhaén déi: cos 2t = cos? t — sin? t = 2cos?t — 1 = 1—2sin’t. 
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Toi lién tuc ding cong thtic cos? ¢ + sin? t = 1 dé chuyén déi gitta cdc sine va cac 
cosine. 

Ching ta citing can céc cong thite céng va céc cong thttc géc nhan doi déi véi 
sine cla s—t va s+t va 2t. Ching ta can ching dé két néi sine vdi cosine, thay 
vi (sine)? va (cosine)”. Méi lién két nay quay vé ty s6 y/r trong tam gidc ban dau. 
Day 1a sine cla géc @ va ciing 1a cosine cla géc phu 1/2 — 6: 


(1.5.7) sin? = cos( — 6) va cos@ = sin(S — 6). 


Gée phy vdi géc 6 1a gé6c 7/2 — @ béi vi hai g6c nay cong lai vdi nhau bang 7/2 
. Bang cach thuc hién lién két nay trong Bai tap 19, cdc cong thitc 
(1.5.41 1.5.5) 5.6} cia chuyén tit cAc cosine sang cac sine: 





(1.5.8) sin(s — t) = sins cost — cos ssint 
(1.5.9) sin(s + t) = sins cost + cos ssint 
(1.5.10) sin 2t = sin(t +t) = 2sinssint 


Toi muén ditng lai v6i mudi cong thitc nay, mac di tdi c6 thé dua ra nhiéu hon. 
Lugng gidc c6 qué nhiéu cong thitc lién quan dén s4u ham co ban cia n6—co ban la 
bdi vi tat cA c4c ham sé dugc sinh ra tit mot tam gidc vudng. Cac ty s6 cla x, y,7r 
va phuong trinh «? + y? = r? c6 thé dude viét lai theo nhiéu céch. Nhung ban da 
vita thay nhitng cong thtic can cho giai tich P| Ching dua ra céc dao ham trong 
Chucng|2|va cdc tich phan trong Chudng 5. Nhung ching ta khong thé khong nhac 
thém vé mot dac trung riéng cla gidi tich—mOt gidi han trong d6 mot g6c tién tdi 
khong. Cot 16i ctia gidi tich chinh la ném_trong gidi han do. 

















On tap vé mudi cong thie Hinh|1.5.4|cho thay d? = (0— o +(1- vB 
T 7 Ri T T : 7 1 TT. 
3cos G = C08 5 08g + sin 5 sin 3 (s—t) sin==sin 7 COS 3 — COS 5 SING 
57 T 1 ae . T _ om so. SMe 1 TT. OT 
COS = = COS 5 COS n5sin3 (s +t) sin = sin 5 cos 5 + cos 5 sin, 
20 QT 97 _ 20 _o0 T 
cos — = cos’ 3 — sin” 5 (2t) sin a= 2sin 3083 
um V3 7 Te nw dl 
cos, = sing = (a) sin § = cosa = 5 














HInH 1.5.4 


1 a 
?1.Giai tich lai tit (6) rit ra dude cos? t = aut + cos 2t) va sin? t = ou — cos 2t). 
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BAI TAP 1.5 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 

Bat dau vdi mot tam gidc _a_, sdu 
ham co ban la __b__ ctia cac canh. Hai ty 
sd (cosine x/r va __c_) nhé hon 1. Hai ty 
sd (sec r/x va __d_) 16n hon 1. Hai ty sé 
(_e va _f_) c6 thé nhan bat ky gia tri 
nao. S4u ham so dudc xac dinh déi véi moi 
goc 0, bang cAch ddi tit mot hinh tam gidc 
sangmot gs. 


Géc 0 dugc do theo _h_. Mot vong 
hoan chinh la 0 = _i_ khi quang dudng 
vong quanh 1a 27r. Quang dudng tdi gdc 
61a _j_. Tat ca su ham s6 déu cé chu 
ky_k__. Viéc di cing chiéu kim déng hé 
lam doi d4u cia 6 va 1 va m_. Vi 
cos(—0) = cos 9, cosine la __n 


Ba déng nhat thttc dugc sinh ra tit 


2 +y° = r* do la sin? @ + cos’?9 = 1 
va ova _p_. (Chia béi r? va __q 

va _r__). Khoang cach tt (2,5) tdi (3,4) 
lad = _s_. Khoang cach tw (1,0) tdi 


(cos(s — t),sin(s — t)) kéo theo cong thttc 


cong cos(s —t) =__t__. Viéc doi dau cia t 
dua ra cos(s +t) = __u__. Viéc chon s = t 
dua ra cos2t = _v__ hoac _w_. Vi vay, 


, mot cong thiitc dudc 


1 
5 +cos2t)=_x 
can trong giai tich. 


1.5.1. Trong mét tam giadc 60-60-60 


F 6 il 
(tam gidc déu), chting t6 tai sao sin 30° = 3 


1.5.2. Chuyén déi , 3m, — 7 sang dé 
va 60°,90°,270° sang radians. Nhitng g6éc 
nao gitta 0 va 27 tung ting vdi 6 = 480° va 
g=-1°? 

1.5.3. Vé cdc dé thi ctia tan @ va cot @ 
tt 0 téi 27. Hdi chu ky (ng&n nhat) cia 
ching? 

1.5.4. Chiing té ring cos 20 va cos? 0 
cuing co chu ky 7 va vé ching trén cing mét 
dé thi. 

1.5.5. Tai 6 = 37/2, tinh s4u ham co 
ban va kiém tra cos” 6+sin” 0, sec” O—tan” 0, 

2 2 
csc’ 6 — cot” 0. 


1.5.6. Lap mot bang gid tri cla sau 
ham co ban tai 6 = 0, Ja 
4 2 
1.5.7. Dién tich cua hinh tron 1a mr’. 
H6i dién tich cua hinh quat co géc 0? No la 
mot phan cua toan b6 dién tich. 


1.5.8. Tim khoang cach tt (1,0) téi 
(0,1) doc theo (a) mot dudng thang (b) mot 
phan tu dudng tron (c) mot nita duéng tron 

1 
6 tam tai (-, =). 
cé tam tai (S 5) 

1.5.9. Tim khoang cach d tit (1,0) dén 
Gi ual va chi ra trén dudng tron tai sao 
6d nho hon 27. 


1.5.10. Trong Hinh tinh d? va 
(v6i may tinh cam tay) 12d. Tai sao 12d 


gan véi va nhé hon 27? 


1.5.11. Quyét dinh xem cdc phuong 
trinh sau la ding hay sai: 








co sind — 1+cosé 
1 no 0 F sin 0 
sec @ + csc : 
(b) ray Serer e sin 8 + cos 6 


(c) cos 6 — sec @ = sin tan@ 

(d) sin(27 — 0) = sin@ 

1.5.12. Don gian héa sin(a—8), cos(a— 
0), sin(S +0), cos(F +0). 


1.5.13. Tw cong thitc déi vdi cos(2t++t), 
tim cos 3t theo cost. 


1.5.14. Ti cong thite déi vdi sin(2t+t), 
tim sin 3t theo sint. 


1.5.15. B&ng c&ch lay trung binh 
cos(s—t) va cos(s+t) trong 1.5.4]1.5.5 tim 
mot céng thitc déi véi cosscost. Tim mét 
cong thite tuong tu déi vdi sin ssint. 

1.5.16. Ching td rang (cost + 
isint)? = cos 2t + isin 2t, néu i? = —1. 

1.5.17. Vé cos @ va sec @ trén cting mét 


dé thi. Tim tat cA cdc diém ma cos 6 = sec 6. 


1.5.18. Tim tat ca cdc goc s va t gitta 
0 va 27 ma sin(s +t) = sins +sint. 
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1.5.19. Hai géc phu nhau co sind = 
cos( 7 —6). Viét sin(s+t) dudi dang cos( 7 = 


s—t) va 4p dung cong thtic véi /2—s 


thay vi s. Bang cach nay, rit ra cong thttc 
cong 

1.5.20. Néu céng thtic la ding, 
lam thé nao ban chttng minh 


1.5.21. Kiém tra cdc cong thie cong 


1.5.441.5.5) va [1.5.891.5.9] déi voi s = t = 
w/4. 


1.5.22. Ding[1.5.5]vall.5.9]dé tim mot 


cong thitc déi vdi tan(s + t). 


Trong |1.5.2311.5.28] tim mdi 6 ma 


théa man phuong trinh. 


1.5.23. sind = —-1 

1.5.24. sec? = —2 

1.5.25. sin? = cos @ 

1.5.26. sind =0 

1.5.27. sec” 0+ csc?0=1 

1.5.28. tanéd =0 

1.5.29. Viét lai cos? + sin @ dudi dang 


V2 sin(+¢) bing c4ch chon “g6c pha” ding 
@. (Lam cho phuong trinh dting tai 6 = 0. 
Binh phusong hai vé dé kiém tra.) 

1.5.30. Déng nhat asinz + bcos x véi 


Asin(x + ¢). Ti phuong trinh ching 
to rang a = Acos¢ va b = Asing. Binh 


phuong va cong lai véi nhau dé tim A = 
. Chia dé tim tan ¢ = a 
a 


1.5.31. Vé day cla mét tam gidc tit 
goc toa do O = (0,0) tdi P = (a,0). Dinh 
thit ba la tai Q = (bcos, bsin@). Hoi cac 
chiéu dai canh bén OP va OQ? Tit cong 
thttc khoang cach[1.5.1] chitng to rang canh 
PQ c6 chiéu dai 

d? =a" +b? — 2abcos0. (dinh luat co- 
sine) 


1.5.32. M6 rong hinh tam gidc 6 bai 
trudc thanh mot hinh binh hanh véi dinh 
thit tu cia no tai R = (a+ bcos6, bsin@). 
Tim binh phuong chiéu dai cia duéng chéo 
OR. 

Ve cdc dé thi déi vdi cac phucng 
trinh va danh dau ba 
diém. 


1.5.33. y = sin 2x 
1.5.34. y= 2sin7x 
1.5.35. y= 5 cos 27x 
1.5.36. y=sing + cosx 


1.5.37. Trong sau ham ludng giac, ham 
nao co gia tri v6 han tai céc gdc nao? 


1.5.38. Vé cdc dé thi thé hoac cdc dé 
thi may tinh cua tsint va sin4tsint tt 0 
dén 2r. 


1.6. Hang nghin Diém Sang 


Cac dé thi trén bia sau ctia cuén sdch nay cho thay y = sinn. Ham s6 nay rat 
khac véi ham sé y = sing. Dé thi cua sinz lA mot dudng cong lién tuc. Vao lic 
no dat dén x = 10,000, duéng cong da di lén va va di xuéng 10, 000/27 lan. 1591 
dao dong nay 1A nhiéu dén néi ma ban khong thé nhin thay bat ky thit gi. Dé thi 
cua sinn lay ra 10,000 diém tit dé thi sin a—va do nhiéu ly do ma nhitng diém nay 
dudng nhu nam trén hon 40 dudng sine riéng biét. 

D6 thi thtt hai cho thay 1000 diém dau tién. Chang duéng nhu khong nam trén 
cdc dudng sine. Hau hét moi nguéi nhin thay céc hinh luc giac. Nhung ching chi 
la hang nghin diém nay ma thoi! Di kho tin nhung hai dé thi nay chi 1A JA mot. 
Nghiéng dé thi thit hai va nhin tir bén dudi mot géc hep. Ching ta bay gid thay 
dugc dé thi thtt nhat. Ban sé nhin thay nhiing “vién kim cudng.” Goc nhin hep lam 
nén truc «—dua ching ta quay lai ty 16 cua dé thi tht nhat. 
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Anh huéng do t¥ 1é 1a diéu ching ta it nghi dén mac di ching ta hiéu anh 
hung cla ty 1¢ déi vdi cAc ban dé. May tinh c6 thé phong to hoc thu nho—do 
la nhitng thay doi vé ty 1é. Nhung gi mat cia ching ta nhin thay phu thudc vao 
nhting thit gi ld “gan nhau.” Ching ta nghi minh nhin thay cdc dudng sine trong 
dé thi 10,000 diém, va tir dé nay sinh ra mdt sé cau hdi: 

(1) Nhitng diém nao gan (0,0)? 

(2) C6 bao nhiéu dudng sine 6 d6? 

(3) Dung cong chinh gitta, di lén tir (0,0), di vé lai tdi 0 6 dau? 
Mot diém gan (0,0) thuc su c6 nghia rang sinn gan vdi 0. Diéu do chac chan khong 
ding véi sin1 (1 14 mét radian). Trong thuc té, sin1 c6 gid tri 14 0.84 trén truc 
tung, tai diém bat dau cia duéng sine thit bay. Tugng tu, sin2 1A 0.91 va sin3 1a 
.14. (Cac sé 3 va .14 lam cho ching ta nghi vé 7. Sine cia 3 bang sine cla 7 — 3. 
Khi d6, sin.14 1A gan v6i 0.14.) Tuong tu, sin4,sin5,...,sin21 1A khong dic biét 
gan vdi 0. 

Diém dau tién tién gan toi (0,0) la sin 22. Diéu nay 1a do 22/7 1a gan voi 
m. Khi d6 22 1A gan vdi 77, ma cé sine bang khong: 


sin 22 = sin(7m — 22) © sin(—.01) ~ .01. 


Do 1A diém dau tién nim bén phai cia (0,0) va hoi nim dudi truc hoanh. Ban cé 
thé nhin thay no trén dé thi 1, va r6 hon trén dé thi 2. No bat dau mot dudng cong 
di xuéng. 

Diém tiép theo tién gan tdi (0,0) 1A sin44. Diéu nay 1A do 44 chi vuot qua 147 
mot luong kha bé. 


44 = 147 + .02 nén sin 44 & sin .02 & .02. 


Diém (44,sin 44) nay bat déu dudng sine 6 gitta. Tiép do 1a (88, sin 88). 

Bay gid ching ta da biét réi. Co 44 dugng cong. Ching bat dau tai céc do cao 
gan véi nhitng d6 cao cua sin0,sin1,...,sin 43. Trong s6 44 duéng cong nay, 22 bat 
dau di lén va 22 bat dau di xuéng. Toi da béi réi ngay lic dau, vi toi chi co thé tim 
thay 42 dudng cong. Nguyén nhan 1a sin 11 bang —0.99999 va sin 33 bang 0.9999. 
Chung rat sat véi day va dinh nén ban khong thé nhin thay cdc duéng cong cia 
ching. Sine cia 11 gan bing —1 bdi vi sin 22 gan bing khong. Viéc lan theo mot 
dudng cong di ngang qua dinh—di xudéng tré lai 1A khong thé, né khong phai la 
dudng cong dé thay nhu ban nghi. 
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Nhiing diém trén duéng cong chinh gitta 1A tai n = 0 va 44 vA 88 vA mdi sé cé 
dang 44N. Dudng cong nay di vé lai tdi 0 6 dau? Noi cAch khac, khi ndo 44N tién 
tdi rat gan v6i mot boi cua 7? Ching ta biét rang 44 14 147 + .02. Chinh xdc hon 
la 44 = 147 + .177. Vay, chting ta nhan .177 cho dén khi ching ta dat dén 7: 


néu N = 7/.0177, khi d6 44N = (147 + .0177)N = 14nN 4+ 7. 


Diéu nay dua ra N = 177.5. Tai diém do, 44N = 7810. Day 1A nita chu ky cua 
dudng sine. Sine ctia 7810 gan bang khong. 

Néu ban di theo du@ng sine chinh gitta ban sé thay no di vé lai tdi khong phfa 
trén 7810. Cac diém thuc su trén dung cong dé c6 n = 44-177 van = 44-178, vdi cdc 
sine nam ngay phia trén va phia dudi khong. Dudng nam giifa hai dudng nay ting véi 
n= 7810. Phuong trinh déi vdi dudng sine chinh giita la y = sin(7x/7810). 
Chu ky cia no 1a 15.620—vuot qua dé thi cia ching ta. 


CAu HOI 9. Diém thit tu nam trén dudng cong chinh gitta trong gidng nhu diém 
thit tu di cudng tu sin3. “Diém kép” nay la gi? 

CAU TRA LOI. 4 lan 44 14 176. Trén dudng cong di lén, diém do 1a (176, sin 176). 
Trén dudng cong di xudng, diém do 1A (179,sin 179). Cac sine ctia 176 va 179 chi 
khac nhau mot luong .00003. 

D6 thi thit hai trai rong ra diém kép nay. Nhin phia trén 176 va 179, tai tam 
ctia mot hinh luc gidc. Ban c6 thé di theo dudng sine dén hét duéng xuyén sudt dd 
thi 2. 


Chi con mét cau hdi nhd. Tai sao dé thi 2 c6 cdc hinh luc gidc? Toi khong biét. 
Van dé nay 1a do mat cia ban. Dé hiéu cdc hinh luc giac, Doug Hardirf?| da vé dé 
thi cdc diém trén cdc dudng thang cing nhu cdc dudng sine. Dé thi 3 cho thay y = 
phan 1é cia n/27. Sau d6 dng da lAm mot ban sao thit hai, lat mat trudc ra mHt 
sau, va dit chéng lén trén. Diéu dé sinh ra dé thi 4—véi c4c hinh luc gidc. Cac dé 
thi 3 va 4 nim G trang tiép theo. 





eee 
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Day dugc goi lA mét m6 hinh Moiré. Néu ban c6 mét ban sao trong sudét cia 
dé thi 3, chéng ban sao d6 lén trén ban géc va xoay nd, ban sé thay nhitng hinh 
luc gidc. Ching dugc sinh ra tit su giao thoa gitta cAc m6 hinh tuén hoan—trong 
trudng hop ctia ching ta, 44/7 va 25/4 va 19/3 1a rat gan vdi 27. Cac may in kh6 
ma in dudc cac hinh anh cua nhting su giao thoa nay. Nhting su giao thoa nay con 


22Nd: Douglas P. Hardin, Gido su, Khoa Todn, Dai hoc Vanderbilt (tiéng Anh: Vanderbilt Uni- 
versity). 
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co thé gay ra cdc soc ditng trén TV. Ngoai ra, trong qua trinh lam ra cdc tam 
vai, nhttng cong nhan van hanh bi chong mat khi thudng xuyén thay cdc m6 hinh 
Moiré di chuyén. Cac mo hinh Moiré c6 cac ttng dung hay trong ky thuat va quang 
hoc—nhung ching ta phai quay lai vdi giai tich. 


1.7. Dién toaén trong Giai tich 


Co rat nhiéu phan mém sn cé dé hé tr¢ cho cdc khéa hoc giai tich. Cac g6i 
lénh cang ngay cang hoan thién hon. Viéc ding chuong trinh nao con tuy thudc 
vao chi phi, su thuan tién va muc dich. Nhung lAm thé nado dé sti dung ching 1A 
mot cau hoi con kho hon nita. Nhiing trang sAch nay gidi thiéu m6ét s6 muc tiéu, 
cing nhu cdc g6i lénh va nhitng chiéc may tinh cam tay cu thé. Sau do, ching ta 
bat dau (day van la Chuong [1p vdi nhitng sy két néi gitta dién todn va giai tich. 

Thao luan ctia muc nay sé mang tinh trao déi lA chi yéu. Viéc bé nguyén sch 
hudng dan sit dung ctia céc phan mém, cdc géi lénh hay c4c may tinh cim tay vao 
day 14 khong c6é ¥ nghia gi ca. Muc tiéu cua ching tdi lA bang cdc vi du va thong 
tin dugc dua ra hudng dan ngudi hoc ding dién todn dé hé trd qua trinh hoc tap 
cua chinh minh. 

Déi véi gidi tich, loi thé lén nhat cia may tinh dé la cung cap cdc dé 
hoa . Ban nhin thay ham sé, chit khong chi 1A cong thitc. Khi ban nhin mét dé thi, 
ban sé thay duge f(x) c6 dat dén mot cuc dai hoadc mot cuc tiéu hay khong. Néu 
ban muén, may tinh tham chi cdn c6 thé dua ra mot dé thi riéng biét cho thay dao 
ham ctia ham sé nay. Nhung nhiing diéu nay khong phai lic nao cing ding 100%, 
moi ngudi sé biét ngay—ngay khi mot vai ham sé dA dudc nhap vao. Mac di vay 
sttc hat tim hiéu b6 mon nay 1a rat 16n va chinh kha nang tty bién cao cia dién 
todn da tao nén sttc hit 1én nhu vay. Néu ching ta khong thich hinh may tinh dua 
ra, ching ta c6 thé thay déi sang mot cita sd mdi.Day chinh 1A dé hoa may tinh. 
No két hop tinh todn mang tinh chat s6 thuan tty vdi tinh todn mang tinh do 
hoa. Ban nhan dudc hinh ciing nhiing cc con s6—mé6t su két hdp mang nhiéu uu 
diém. May tinh cung cap trai nghiém thuc té trong qua trinh lam viéc véi mot ham 
so. Mién xc dinh va ving gid tri khong chi lA nhitng ¥ tudng tritu tugng. Vi dién 
toan, ban c6 kha nang tu chon ching. Dudi day la mét vai vi du. 


Vi pu 1.7.1. Chic chin «° bing 3” khi « = 3. Vay nhiing dé thi nay cé 
giao nhau thém mét lan nita hay khéng? Tai thoi diém nay, ching ta khong 
biét ¥ nghia day du ctia 3” vi ching ta d& hoc dén dau, triv khi x 1A mOt s6 nguyén, 
ching ta con biét chit it. (Ngay cA may tinh cing khong biét.) Kiém tra tai x = 2 
va 4, ham sé 2° 1A nhé hon trong ca hai lan: 2° 1A nhé hon 3? va 4° = 64 lA nhé 
hon 34 = 81. Néu z® luon nhé hon 3”, ching ta can phai biét va ghi nho diéu 
nay—nhting ham s6 nay lA mt trong nhttng ham co ban ca todn hoc. 


May tinh sé dua ra cau tra 1di dudi dang cdc con sé hoac dé thi. Theo lénh cia 
ching ta, may tinh giai xv? = 3%. Theo mot lénh khac, no vé ca hai dé thi—viéc 
vé dé thi nay cho biét nhiéu diéu hon. Nhiing gi hién thi trén man hinh may tinh 
chitng t6 mot diém logic (hoac toaén hoc) ma ching ta d& bé qua. Néu cdc dé thi 
nay giao nhau mot lan, ching phai giao nhau thém mot lan ntta—vi 3” lén hon 2? 
tai 2 va 4. Ching ta nhin thay mot giao diém gan vdi 2.5 khi phong to. Toi quan 
tam dén vi tri cia giao diém nhiéu hon dén con s6 chinh xac—z ctia giao diém dé 
nam truéc x = 3. 

Mot vai két luan tt vi du co ban nhu vay: 
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(1) Mot siéu may tinh 1a khong can thiét. 

(2) Lap trinh bac cao 1a khong can thiét. 

(3) Ching ta c6 thé lam to4n ma khong hoan toan hiéu ban chat todn hoc. 
Diém thit ba nghe khong hay lim. Noi m6t céch khac: Chiing ta hoc todn trong 
qua trinh lam todn. Diéu khé nhat cia viéc day giai tich 14 bién b6 mon nay tit 
mot mon thé thao biéu dién thanh mét mon thé duc, nghia lA, bién ngudi hoc tt 
khan gid thanh van déng vién. May tinh bién diéu nay trdé thanh hién thuc. 


Vi Du 1.7.2 (may tinh tri tué). So sinh x? vdi 2”. Cac ham s6 nay bang nhau 

tai x = 2. Vay ching c6 bang nhau tai m6t x nao khac hay khong? Liéu x dé nim 
trudc hay sau 2? 
Day 1a dién toan tri tué bdi vi dap 4n 1A mot s6 nguyén (4). Bay gid ching ta di 
theo mot hudéng mdi. Liéu mot tinh huéng ngau nhién tuong tu nhu 2+ = 4? co xdy 
ra thém mot lan nita hay khong? Liéu may moc co thé cho ching ta biét vé cc 
s6 nguyén c6 tinh chat nay hay khong? Co 1é no c6 thé vé dé thi cdc nghiém cia 
a? = b*. Toi di ding Mathematica dé tim mot cong thitc véi hy vong khém pha ra 
x la mot ham sé nhu thé nao cia b—nhung chuong trinh chi tra lai phuong trinh 
toi da nhap vao. Déi vdi nhitng lic nhu vay, chinh chiéc may da nhap HELP cht 
khong phai ngudéi stt dung. 

Vang, giai tich that khong vo ich chit nao. Toi ty hao vé giadi tich. C6 mot bai 
tap mdi 6 phan cudi cia Muc 6.4, dé chung té rang ching ta khong bao gid nhin 
thay mOt sé nguyén c6 tinh chat nhu vay thém mot lan nita. 


Vi pu 1.7.3. Tim sé b dé 2° = b” chi co duy nhat m6t nghiém (tai x = d). 
Khi } 1a 3, nghiém thit hai nhé hon 3. Khi b 1a 2, thit hai (4) 1A 1lén hon 2. Néu ta di 
chuyén b tit 2 tdi 3, phai c6 mot “diém kép” dac biét—tai do dé thi gan cham nhau 
nhung khong cat ngang qua nhau. Déi véi b cu thé d6—va chi déi véi mot gia tri 
d6—duong «° khong bao gid vuct lén nim trén dudng b”. 

Diém b dac biét nay c6 thé dude tim thay vdi cc dé hoa may tinh. Bang nhiéu 
cach, no la “trong diém cia gidi tich.” Vi cdc duéng cong cham nhau nhung 
khong c&t ngang qua nhau, nén ching 1a tiép xtic vdi nhau. Ching cé cing hé sé 
goc tai diém kép. Giai tich dA dudc tao ra dé lam viéc véi cdc hé s6 géc, va ching 
ta da biét hé s6 géc cia x”. Ching ta cing sé som biét hé s6 géc cia x°. Cudi cing, 
ching ta kham pha hé s6 géc cua b”, va xAc dinh con s6 quan trong nhat trong giai 
tich. 

Quan trong 14 cdn sé nay cé thé dudc kham pha ra truéc tién nhé kinh nghiém. 


Vi pu 1.7.4. Vé dé thi y = e” — x°. X4c dinh vi tri cu tiéu cia no. 


Vi du sau dudc dé xuat bdi Don Small?}| Giai 2* — 1123 + 5¢ — 2 = 0. Cong 
cu dau tién do 1A dai s6—c6 ging phan tich da thitc thanh cdc nhan tit. Cach nay 
thanh céng déi véi phudng trinh bac hai nhung lai cuc ky kh6o déi véi cAc phuong 
trinh bac lén hon. Ngay ca khi may tinh c6 thé thuc hién dai s6 t6t hon kha nang 
ctia chting ta, viéc nhan tit hod la c4ch ft khi dugc ding. Trong thuc té, ching ta 
c6 hai lua chon tét hon han: 

(1) (Toaén hoc) Ding dao ham. Giai bing phuong phap cia Newton. 
(2) (D6 hoa) Vé dé thi ham s6 va phong to. 


23Nd: Don Small, Gido su, Khoa Khoa hoc Toaén, Hoc vién Quan su Hoa Ky (tiéng Anh: United 
States Military Academy) hay Westpoint. 
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Ca hai c4ch nay déu sé dudc thuc hién béi may tinh nhung cing déu chtta nhiéu 
van dé tiém an. Phuong phap cia Newton c6 thé dua ra dap An cutc ky nhanh 
chong, nhung cing dong nghia vdi viéc no cé thé nhanh sai. (Phuong phap nay rat 
tuyét.)Viéc vé dé thi 1A cing thé dua ra dap An rat nhanh—nhung cac nghiém cd 
thé nam ngoai cita so nhin. Ham cu thé nay chi bang khong mot lan, nam trong 
ctta so nhin chuan tit —10 tdi 10. D6 thi co vé réi khdi 0, nhung todn hoc mot lan 
nita dy dodn cé mot diém cat thit hai. Vay ching ta thu nhé truéc khi ching ta 
phong to. 

Viéc ding chitc nang thu phéng la phan hitu dung nhat cua viéc vé 
do thi. Ching ta khong chi chon mién xac dinh va ving gia tri, chang ta con thay 
doi ching. Cita sé nhin dude diéu khién béi bén sé. Ching c6 thé 1A cdc gidi han 
A<a<BvwC<y< D. Ching c6 thé la cdc toa d6 cia hai géc déi dién nhau 
(A, C) va (B, D). Ching co thé 1a vi tri trung tam (a,b) va cdc hé sé thu phong c 
va d. Nhap vao cdc géc déi dién nhau cua hop thu phong 1a céch nhanh nhat, tri 
khi tam 1A khong déi va ching ta chi can dua ra cdc hé s6 thu phong. (Tham chi 
con nhanh hon: Ding hé sé thu phéng mac dinh.) Muc [3.4] thao luan vé phép bién 
déi cdén gitta va phép bién doi thu phéng—mot cach thay déi anh trén man 
hinh va mot cdch déi bién bén trong ham sé. 


Vi Dv 1.7.5. Tim tt cd nghiém thuc cho «* — 1123 + 52 —2=0. 


Vi bu 1.7.6. Phong to vA thu nhé trén cdc dé thi cia y = cos40x va y = 
xsin(1/a). Mo ta nhiing gi ban thay. 


Vi pu 1.7.7. Ham s6 y = (tan x — sinx)/x® sé nhu thé nao tai 2 = 0? Déi véi 
x nhd, ching ta khé ma phan biét dudc tan x vdi sin trén dé thi. May tinh cé thé 
dua ra y = 0 déi vdi sai sé dui I6n. Liéu ban c6 thé nhin di gan dé thay dude gidi 
han ctia y hay khong? 


D6i vdi nhing vi du nay, va déi véi hau hét cdc bai tap may tinh trong cuén 
sdch nay, mot hé thong dua trén bang chorf”4]1a hoan toan du. Cé mét loat cac lénh 
dé ching ta lua chon. Ngudi ding cung cap mot cong thite déi véi y(«), va nhiéu 
ham dudc dung sir2>| Mot phan mém di kém véi cdc géi lénh bé sung chuyén cho 
gidi tich c6 thé rat hitu ich—MicroCalc hoac True BASIC hoac Exploring Calculus 
hoac MPP (trong pham vi cong cong”. Cac phan mém cu thé cho dé hoa 1a Surface 
Plotter va Master Grapher va Gyrograhics (day sinh dong). Phan mém tét nhat déi 
v6i dai s6 tuyén tinh la MATLAB. 

Cac g6i lénh day sttc manh cang ngay cang tién dung va ré hon. Ching cé kha 
nang tinh toan vdi ky hiéu—ma m6 ra con dudng tht ba cla dién toan trong giai 
tich. 


24Nd: Hé théng dua trén bang chon IA mét phan mém ma duc van hanh bing cdch ding cac 
bang chon tap tin thay vi ding cac lénh. Vi du, trong m6t chuong trinh dang dudc md, ngudi 
ding nhap vao tiy chon File tiv bang chon trén canh trén cia man hinh va chon Quit dé dong 
chuong trinh. 

25Nd: Ham dude dung sin 1A mot ham sé ma dudc xay dung trudc trong chudng trinh va c6é thé 
dudc truy cap ngay bdi ngudi ding. 

26Nd: Pham vi Cong céng (Public Domain) bao gém céc kién thttc hay su sdng tao ma khéng 
mot cé nhan hay mot cht thé luat phap nao cé thé thiét lap hay giit quyén sé hitu. 
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DIEN TOAN KY HIEU 


Trong dién toan ky hiéu, c4c dap An c6 thé 1A céc céng thitc cing nhu cac con 
sé va cac dé thi. Dao ham ctia y = x” duoc xem 1A “2x”. Dao ham ciia sint la 
“cost”. Chugng trinh cing biét hé sé géc ctia b?. May tinh lam dudc nhiéu viéc hon 
chi 1A thé céc con sé vao cdc céng thite—n6 truc tiép thao tac trén cdc cong thite. 
Chung ta cing can nghi dén viée dién toan ky hiéu c6 thé gitp duge gi cho minh 
trong qua trinh hoc giai tich. 

Theo cach nao dé, dién toan ky hiéu la rat gan vdi nhittng gi ban than ching 
ta thuc hién. Co lé rat gan—chtng ta dang hoc toan nhung tat ca nhitng gi ching 
thao lam chi lA thao tac vdi ky hiéu, va diéu nay rat nguy hiém. Véi mot ngon nett 
bac cao va du nang liong, mot may tinh c6 thé in ra dao ham ctia sin(x”). Thé tai 
sao ching ta lai hoc quy luat xich? Bdi vi todn hoc di séu hon 1A “dai sé véi cdc 
cong thitc.” Ching ta lam viéc vdi cac ¥ tudng. 

Toi muén noi mét cach ré rang la: Toén hoc khéng phdi la cdc céng 
thtc, hay cac tinh todn, hay tham chi cdc chitng minh cting khéng phai 
la todn hoc, ma chinh la céc tw tudng. Ky hiéu va hinh anh 1a ngon ng. Sach 
va ngudi thay va may tinh c6 thé két hgp véi nhau trong qua trinh day todn. May 
tinh sé khong 1a sy can tré qua trinh tiép thu cua ban (nhu cudén sdch nay va ngudi 
thay ctia ban)—ban c6 thé hoc todn theo téc do cia riéng minh. Viéc cla ban d6 
la hoc toén bang cAch lam toan. 


Vi pu 1.7.8. Mot hé théng dai s6 may tinh nhanh chong tinh ra 100 giai thira. 
Day 1a 100! = 100 x 99 x 98 x --- x 1. S6 nay c6 158 chi s6 (khong duge viét hét 
ra 6 day). 24 chit s6 sau cting déu 1a cac chit s6 khong. Déi véi 10! = 3628800, c6 7 
cht sé va hai chit s6 khéng. Gitta 10 va 100, va xa hon nita, lA cdc cfu héi don gian 
can nhiing ¥ tudng: 

1. C6 (xap xi) bao nhiéu chit sé trong sé N!? 

2. Cé (chinh x4c) bao nhiéu chit sé khong 6 tan cing ctia N!. 

D6i véi Cau hdi 1, may tinh hién thi nhiéu hon N chit sé khi N = 100. No khong 
bao gid hién thi nhiéu hon N? chit sé, bdi vi khong c6 thita sé nao trong s6 N thita 
sd c6 nhiéu hon N chit sé. Mot can chat hon sé la 2N, nhung can nay cé ding hay 
khong? Liéu N! c6é luén c6 it hon 2N cht sé hay khong? 

Déi vdi Cau hdi 2, cdc chit s6 khong trong 10! c6 thé dude giai thich. Mot chit 
so khong dugc sinh ra tit 10, va mot cht s6 khong khac dugc sinh ra tiv 5 lan 2. (10 
cting bang 5 lan 2.) Liéu ban co thé giai thich dude viéc c6 24 chit s6 khong trong 
100! hay khong? Ching ta 4p dung mot ¥ tudng tt trd choi danh bai blackjack cho 
van dé nay: Dém s6 lugng cac s6 nim. 

Cau hdi kh6: C6 bao nhiéu chit sé khong 6 tan cing ctia 200!? 


G6i lénh néi bat déi véi dién todn ky hiéu trén quy m6 16n chinh la Mathematica. 
No dude ding dé vé cdc dé thi cho cuén sdch nay, bao gdm y = sinn 6 bia sau. 
Lénh day du la ListPlot[Table[Sin|n], {n, 10000}. Hé théng nay c6 mat manh 
citing nhu mit yéu, bao gém ca gid cd. Muc dich ban dau cha nd, nhu MathCAD 
va MACSYMA va REDUCE, khong phai la dé day giai tich—nhung no hoan toan 
co thé bé mon nay. Hé thong dai sé may tinh nhu MAPLE cing rat tot. 

Khi t6i viét cuén sdch nay vao nim 1990, hé théng dai s6 may tinh DERIVE 
dan tré nén pho bién déi véi PC. Déi vdi Masintosh, Calculus T/L lai bi “lang quén” 
du n6 xttng dang dudc ding rong rai. N6 xay dung trén MAPLE va dé tiép can 
hon déi véi nhiing ngudi ding hoc vé giai tich. M6t gidi phdp thay thé quan trong 
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khac 1A Theorist. Day déu 1A nhitng hé théng dua trén bang chon (vi vay, lic méi 
bat dau sé dé ding hon) va gid cing khong dat chtit nao. 

Toi dé nghi cdc ban hoc hay chia sé cdc thiét bi cud "| va cing lam viéc vdi 
nhau. Hai ngudi ding mot thiét bi cudi va 3-5 ngudi trong mot nhéom lam viéc cé 
vé lA mot phugng An tdi uu. Todn hoc c6 thé dudc hoc bang cach ndi va viét—todn 
hoc la mét hoat d6ng cua nhan loai. Muc tiéu cua ching ta kh6ng phai la dé kiém 
tra ma la dé day va hoc. 

HANH VAN TRONG GIAI TICH. Liéu ti c6 thé nhan manh tam quan trong ctla 
viéc viét lach hay khong? Ching ta quén han viéc viét lach khi dap An chi can mot 
con s6. Viéc bat viét mot bao cdo dai mét trang ding 1A lam kh6é ngudi day cting 
nhu ngudi hoc—nhung lai rat c6 gid tri. M6t trinh xt ly van ban sé lam cho ban 
bao cdo tré nén gon gang nhu cu6n sdch nay vay. Ban khong thé viét ra cdc cau 
néu ban khéng thé t6 chitc cdc ¥ tuGng—va mot phan trong s6 nhitng ¥ tudng nay 
la cla riéng ban. 

Toi sé dé xuat_mét bai tap viét vdi cdc tty chon. Néu ban c6 may tinh, tuan 
theo cdc Vi du 6 trén va viét bao céo. Néu khong cé may tinh, hay chon 
ra mét doan van ban trong cu6n sch nay va viét lai doan van ban do cho ré han. 
Hay viét lai doan vin ban d6 vdi cdc vi du. X4c dinh ¥ tudng cht dao ngay tir dau, 
gidi thich no, va quay lai dién ta theo mot cach khac 6 phan cudi. Y tuéng nh 
giéng nhu sdu mat cia xtc sic—no c6 thé dude nhin thay theo nhiéu cach khac 
nhau. 

MG6i ngudi doc déu sé thay rang khong c6 tit “hét rdi” trong phan mém. Nhting 
g6i lénh mdi cit lién tuc ra déi (Analyzer va Epic 1d mot trong s6 ching). Nhitng 
thach thitc lén nhat ma ching ta gap phai vao thdi diém nay chinh 1a cac dé thi ba 
chiéu va céc sdch bai tap gidi tfch. Trong 3D, van dé do 1a vi tri cia m&t—vi man 
hinh chi hién thi dudc 2D. Trong cac sach bai tap, van dé do 1a ching ta phai vudt 
qua cac thao tac vdi ky hiéu dé dén voi ¥ tudng. M6i ngudi day, ké ca tdi, déu biét 
dén nhitng khé khin ma ngudi hoc gap phai va hy vong co thé gittp dé ho. 


MAY TINH CAM TAY CO CHUC NANG VE DO THI 

Tinh nang c6 gid tri nhat déi vi gidi tich—vé do thi may tinh—la c6 sn trén 
cAc may tinh cém tay. V6i chite ning lan theo vetl?5] va chitc ning thu phong?| cac 
dé thi cia ching 1A kha dé doc. Bang cach tao ra cdc dé thi, ban da hoc vé cAc ham 
s6 trong tiém thitc. Nhitng may tinh cam tay nay thuc su la may tinh cé nhan, va 
muc dich cua cdc trang tiép theo 14 nhim hé tr¢ va khuyén khich nguéi hoc ding 
ching. 

Cac chuong trinh déi v6i mot may tinh cam tay c6 huéng xu hudéng don gidn 
va ngin gon. Ching ta tat nhién khong dém cdc cht sé khong trong 100 giai thiva 
(co 1é chiang ta c6 thé lam dugc). Mot may tinh cam tay tim cdc giao diém va cdc 
diém cuc dai téi do chinh xdc kha t6t. Trén hét, may tinh cam tay cho phép ban 
tu kham pha b6 mon giai tich. Ban cai dat cita sé nhin va xdc dinh ham sé. Sau 
d6 ban sé nhin d6 thi trén man hinh. 


27Nd: Thiét bi cuéi (tiéng Anh: terminal) 1A mot loai thiét bi phAn cting dién tit ho&c dién co 
duoc ding dé nhap dit liéu vao va hién thi hodc in dit liéu ti’ mot hé théng may tinh nhiéu ngudi 
ding. Tai thoi diém nhiing nam 90, cac thiét bi dau cuéi van chua phé bién. 

28Nd: Chitc nang lan theo vét (tiéng Anh: trace). 

29Nd: Chitc ning thu phong (tiéng Anh: zoom). 


1.7. DIEN TOAN TRONG GIAI TICH 63 


Ban can lua chon mét may tinh cam tay—nén mua loai ndo? Déi véi cuén 
sdch nay, tdi cing can lua chon—nén mé ta loai nao? Truéc do, toi cing da lua 
chon—cac chuong trinh dién todn hitu ich. May m&n 1A vé m&t logic r6 rang rang 
ban c6 thé dich cdc hudéng dan sang bat ky ngdn ngtt nao—déi vdi mot may tinh 
nhu mot may tinh cam tay. Cac chudng trinh dién todn dudc dA dudc cho trong 
muc nay déu 1a “mau s6 ching Ién nhat” cha dién todn trong giai tich. 

Pham vi lva chon dau tién b&t dau vdi Casio fe 7000G—san pham dau tién 
va don gian nhat, véi bo nhé rat khiém t6n nhung c6 mot man hinh tét. Cac san 
pham Casio 7500, 8000, 8500 c6 b6 nho tang dan va thém cac tinh nang. San pham 
Sharp EL-5200 (hay 9000 6 Canada va chau au) 1A c6 thé so sénh véi Casio 8000. 
Ching ta c6 thé nhap déu vao dudi dang dai s6 trong céc may nay—thtt tu thong 
thudng nhu trong y = x + 3. Ching khong d&t va kha t6t. Dat hon vA manh hon 
chinh 14 cdc may tinh cim tay Hewlett-Packard—HP-28S va HP-48SX. Ching c6 
cdc bé nhé Ién va cc bang chon mé rong (va dai s6 vdi ky hiéu). Ching ding ky 
hiéu Ba Lan nguoc—cac s6 truéc, roi cdc lénh sau. Ching ta can mat nhiéu thoi 
gian va no lic, va nhitng cuén sach khac dé thay hét dudc cdc kha ning tuyét véi 
cua ching . C6 thé uéc ludng rang nhitng sinh vién nao ding nhiing may tinh cam 
tay nay c6 thé dat dudc 95 cho mot bai kiém tra giai tich dién hinh. 

Trong khi cu6n sdch nay dang ducc viét, hang Texas Instrument da san xuat 
ra mot may tinh cam tay vé dé thi mdi: TI-81. No kha ging vdi cc mau may cia 
Casio va Sharp (nhan manh vao chttc ning vé dé thi, dé sit dung, khong c6 dai sé 
vdi ky hiéu, gid cA phai ching). Tw khi may tinh cam tay thé hé dau tién ra ddi, 
nhiéu cai tién da dudc thém vao. Dudng nhién, viéc dua vao cuén sdch nay dé chon 
lua mot may tinh cam tay tiém an rii ro do nhtng mau may ké trén déu 1a nhitng 
mau may c6 mat trén thi trudng tai thoi diém cach At truéc khi cuén sdch nay 
dude xuat ban, va toi hy vong rang nhifng Idi khuyén ma cdc chuyén gia trong linh 
vu nay dua ra cho ching ta lA ding. Du sao, cdc chudng trinh cia ching ta la doi 
véi TI-81. Mau may nay that 1a 4n tugng. 

Vai trang sdch it i nay khong thé thay thé cho sdch hudng dan stt dung di kém 
vdi mét may tinh cam tay. Mot bé sung co gia tri do 1A mdt cudn sdch dinh huéng 
stt dung vao mot chu dé nao do d&c biét 1a vao gidi tich—cuén sdch yéu thich tuyét 
déi cia toi dé 1A Cac Hoat déng Gidi tich cho céc Méy tinh cam tay C6 chite ning 
Ve dé thf | cha tac gia Dennis Pence (PWS-Kent, 1990 déi vdi Casio va Sharp va 
HP-285, 1991 déi véi TI-81). Chudi sach May tinh cam tay Nang cad?" ding cdc 
mau may cua HP, dudc xuat ban bdi Harcourt Brace Jovanovich. Tiép theo la mot 
phan gidi thiéu vé thuc nghiém giai tich. Sau d6 trong cuén sdch nay, ching ta 
cung cap cdc chudng trinh TI-81 gan giii vdi todn hoc va cdc bai tap ma ching ta 
da chuan bi dé ding cc chucng trinh nay. 

Vai ldi dé bat dau: Dé chon tit mdt bang chon, nhAn sé thit tu muc va ENTER. 
Chinh stta mot dong lénh ding DEL(ete) va INS(ert). Mi hang két thc vi ENTER. 
D6i véi giai tich, chon radian trén man hinh MODE. Déi véi cdc luy thita, ding A. 
D6i véi cdc luy thita dic biét, chon 27, «1, x. Phép nhan duce uu tién, nén 
(—)3+2x 2 sinh ra 1. Ding céc phim déi véi SIN, IF,IS,.... Khi ban bam cac 
chit cdi, I nhan S. 


30Nd: Cac Hoat dong Giai tich cho cdc May tinh cém tay C6 chitc nang Vé dé thi (tiéng Anh: 
Calculus Activities for Graphic Calculators). 
31Nd: May tinh cam tay Nang cao (tiéng Anh: Calculator Enhancement). 
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Néu mot chuong trinh néi 3 > C, gd 3 STO C ENTER. Cac vi tri luu tri la A tdi 
Z hay cac chit céi Hy Lap 6. 

HAM SO. Mot may tinh cam tay c6 chitc nang vé dé thi gitip ban (budc ban?) 
hiéu khai niém cia mot ham sé. No cing gitp ban hiéu cdc ham cu thé—dac biét 
khi thay doi cia so nhin. 

Dé tinh y = 2? — 2x déi vdi viéc chi dung mot lan, ding man hinh chi. Dé 
xac dinh y(ax) d6i vdi viée ding ldp lai, di chuyén sang man hinh chinh sita ham sé: 
Nhan MODE, chon FUNCTION, va nhan Y =. Meo quan trong: déi vdi X trén TI-81, 
phim X|T 14 nhanh hon hai budc AlphaX. Man hinh chinh stta Y = 1a citing mot noi 
ma cdc cong thtfc dudc can cho viéc vé dé thi. 


Vi pu 1.7.9. Nhan Y, = X? — 2X ENTER trén man hinh Y =. Nhan 4 STO X ENTER 
trén man hinh chi. Y,; ENTER trén man hinh Y— VARS. Man hinh hién thi 8, ma 
chinh 1A Y(4). Cong thitc van con dude lutu khi may tinh cam tay duge tat di. 


VE DO THI. Ban chi dinh ving gia tri X va ving gia tri Y. (Ching ta nén ndi 
14 mién x4c dinh ctia X, nhung ching ta khong néi nhu vay.) Man hinh 1a mot luéi 
gom 96 x 64 hinh chit nhat nh6é dude goi 1A cac “ diém énh PP Cot tht nhat cha 
cdc diém anh ky hiéu Xmin va cot sau cing 1A Xmax. Nhan RANGE dé cai dat lai. 
V6i Xres = 1 ham s6 ducc tinh 96 lan khi n6 duoc vé dé thi. Xscl va Yscl dua ra 
cA khoang tréng gitta cdc gach trén cdc truc . 

Bang chon ZOOM 1A mot cach nhanh chong dé cai dat cdc ving. 
ZOOM Standard dua ra gia tri mac dinh -10 <a < 10, -l0 <y< 
10. ZOOMTrig dua ra —27 <a <27,-3<y <3. 

Viéc phim GRAPH bi ket lam cho man hinh hién thi céc ham sé 
hién tai. 

Vi DU 1.7.10. Cai dat cdc ving gid tri (—)2 < X < 3 va (—)150 < Y < 50. Nhan 
Y = va luu trit Y; = X (trong MATH)® — 28X? + 15X + 36 ENTER. Nhan GRAPH. Ban 
sé khong thay dude gi nhiéu vé do thi. Nhan RANGE va cai dat lai (—)10 < X < 30, 
(—)4000 < Y < 2300. Nhan GRAPH. Ban nhin thay mot da thitc bac ba. 

Chitc nang “Dé thi Thong minh” ngay lap tttc goi lai dé thi ma khong vé lai 
no, néu khéng c6 cai dat nao dudc thay déi. Bang chon DRAW la danh cho cac diém, 
cac dudng thang, vA cdc mién dudc to dam. Chitc nang nay 1a rat phi: hop dé vé 
cdc ham tuyén tinh tig khiic cia ching ta—chi can két ndi cdc diém gay védi cc 
duséng thang. Trong Muc[3.6] cdc duéng thang cho thay mot su lap lai theo “mang 
nhén” cua no. 

LAP TRINH. Cuén sach nay c6 chita cdc chuong trinh ma ban c6 thé nhap ching 
vao chiéc may tinh cdm tay cla ban mét lan va luu lai. Ching ta chon Tu déng 
dinh ty lé, Phuong phap cia Newton, Phuong phap Cat tuyén, Phép lap 
Mang nhén, va Phép lay Tich phan S6 . Ban sé tao ra cdc chuong trinh khac 
nita—dé thuc hién cac phép tinh va thém vao cdc tinh ning ma khong c6 san duéi 
dang nhan mot to hdp phim don. May tinh cam tay lA giéng nhu mot may tinh, 
nhung chi c6 rat ft cAc huéng din trén man hinh. Mét su khdc biét: BG nhé cia 
may tinh cam tay qua nhé dé chtta cdc binh luan vA ma. Ban chi c6 thé hiéu tinh 
logic cla m6t chuong trinh khi doc lai no. 


Dé tién vao chitc nang lap trinh, nhaén PRGM. Méi bang chon con PRGM liét ké tat 
ca cdc chuong trinh theo tén—modt chit s6, mot chit cdi, hoack 6 (37 cai tén). Tiéu 


32Nd: Diém anh (tiéng Anh: pixel). 
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dé chuong trinh c6 khong qué tam ky tu. Chon bang chon con EDIT va nhan G déi 
v6i man hinh chinh stta. Nhap tiéu dé GRAPHS va nhan ENTER. Hay thuc hanh trén 
chuong trinh nay: 


:”X? + X” STO (Y — VARS) Yi ENTER 

:”X — 1” STO (Y— VARS) Y2 ENTER 

: (PRGM) I/O (Y — VARS) DispGraph 
Cac bang chon dé goi déu nim trong cdc dau ngoaic. Thodt khéi man hinh chinh 
stta v6i QUIT (khong phai CLEAR—chttc nang nay xoa hang cé con tro). Cai d&t ctta 
so mac dinh béi ZOOM Standard. 

Dé thuc thi, nhan PRGM (EXEC) G ENTER. Chuong trinh vé cac dé thi. Chuong 
trinh hién thi Y,; va Y) trén man hinh Y =. Dé xoa chuong trinh khoi man hinh 
chi, nhan (PRGM)(ERASE)G. Thuc hanh mot lan nifta bang cach tao ra Prgm2 : FUNC. 
Nhap : ,\/ X STO va (PRGM) (I/0)Disp Y. Di chuyén sang man hinh chu, lvu tri _X 
bang 4 STOX ENTER, va thuc thi bdi (PRGM) (EXEC) 2 ENTER. Ngoai ra, thit X¥ = —1. 
Khi chuong trinh khong thé mudng tu¢ng vé i, chon 1 : Goto Error. 

CAC HAM TUNG KHUC VA DAU VAO. (dé chay mot chucng trinh) Dinh nghia 
cia mét ham ting khic bao gdm mién xdc dinh cia ting khtc. Cac phép thit logic 
nhu "IF X > 7”, xdc dinh gid tri dau vao X ngA vao mién xdc dinh nao. Mét phat 
biéu IF chi Anh hudng dén dong sau—ma dude thuc thi khi TEST = 1 (nghia 1a 
dting) va bé qua khi TEST = 0 (nghia 1a sai). Cac lénh IF la nim trong bang chon 
con PRGM (CTL); TEST goi bang chon gém cac bat dang thttc. 

Mot gia tri dau vao X = 4 khong can phai dugc luu trit truéc. Chung trinh P 
ding lai trong khi chay dé yéu cau cai dat dau vao. Thuc hién véi P ENTER sau khi 
chon bang chon PRGM (EXC). Tra 16i ? v6i 4 va ENTER. Sau khi hoan thanh, tré lai 
bang c4ch nhan ENTER mot lan nifa. Ham sé la: y = 14-2 néu x < 7, y= x néu 
x > 7. 


PrgmP : PIECES 


:Disp’x =” PGRM (1/0) Yéu cau dau vao 

: Input X PGRM(I/0) Man hinh ? Enter X 
:14-X7Y Cong thitc thtt nhat déi véi moi X 
:I£f7<X PRGM (CTL) TEST 

:X>Y Ghi dé néu TEST = 1 

: DispY Hién thi Y(X) 


Cach ghi dé la nhanh hon cach kiém tra cA hai mit A < X < B déi véi ting khtc. 
Céch tham chi con nhanh hon: mot cong thite day di (14—X)(X < 7)+(X)(7 < X) 
co thé dude viét trén mot dong don bang cach ding 1 va 0 tit cdc phép thi. Hién 
thi Y(X) nhu 6G trén, hoac xdc dinh Y,; trén man hinh chinh sta. 


BAI TOAN. X4c dinh khic tht ba Y = 8+X néu X < 3. Viét lai P ding Y; =. 
Mot tich cia céc phép thir (3 < X)(X < 7) nhan gia tri 1 néu tat cd phép thit déu 
nhan gid tri ding va nhan gia tri 0 néu bat ky phép thit nao nhan gid tri sai. 


CHUC NANG LAN THEO VET VA CHUC NANG THU PHONG. Tinh nang uu viét 
nhat cla may tinh cam tay c6 chttc nang vé dé thi chinh 1A vé dé thi. Nhung toan 
bo mét dé thi giéng nhu toan b6 mét cuén sAch—c6 qua nhiéu dt kién xuat hién 
cing mot lic. Ban chi muén tap trung vao m6ét phan ma thoi. Mot may tinh hoac 
mot may tinh cam tay sé lan theo vét doc theo dé thi, dig lai tai mot diém, va 
phong to. 
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May tinh cam tay ciing cé chttc ning ZOOM OUT, dé lAm rong cita sé nhin va hién 
thi nhiéu thit hon. Doi mat cua ching ta cing lam viéc theo cAch tuong tu—tiy 
thudc vao vi tri cla doi m&t ma ching ta thay dugc nhiéu hay it thong tin hon. 
That dang kinh ngac 1a viéc nhin quanh mot cdn phong lai can ding dén mot phan 
l6n b6 nao con ngudi. Vdi mot chiéc may tinh du lén, ching ta cd thé bat chuéc 
doi mat—day la van dé then chét trong tri tué nhan tao. V6i mot may tinh nhd 
va tinh nang thu phong, ching ta c6 thé ding doi mat cia minh dé hiéu dude cac 
ham s6. 

Nhfn TRACE dé xac dinh vi tri mot diém trén dé thi. Mot con tré nhap nhay 
xuat hién. Di chuyén sang trai hay sang phai—con tré van n&m trén do thi. Cac 
toa dé cla né xuat hién tai day cia man hinh. Khi x thay déi mot diém anh, may 
tinh cam tay tinh y(x). Dé giai y(x) = 0, ta doc x tai diém khi y 1A gan véi khong 
nhat. Dé cuc tiéu hoa hay va cuc dai hoa y(x), doc y nho nhat va lén nhat cia y. 
Trong cac bai todn nay, phong to dé cé dé chinh xac tét hon. 

Dé phong dai hinh anh dang hién thi trén man hinh, ching ta c6 thé chon 
nhting ving gid tri mdi. Mot c4ch nhanh chong 14 ding lénh ZOOM. Déi véi mot 
mién dugc cai dit sin, dtng ZOOM Standard hoic ZOOM Trig. Dé co lai hay gian ra, 
ding xFact hoac yFact (cdc gid tri mac dinh la 4), dtmg ZOOM In ho&c ZOOM Out. 
Chon tam diém va nhan ENTER. D6 thi mdi xuat hién. Thay ddi cdc hé sé ty lé do 
v6i ZOOM Set Factors. Cach tét nhat lA tw tao ra ctta 86 ctia riéng ban. Nhan 
ZOOM Box. 

Dé vé hop, di chuyén con tré vé mot go6c. Nhan ENTER va diém nay 1A mot 
hinh vuong nhd. Ding céc phim diéu hudng tucng ty dé di chuyén mot hinh vudng 
(nhap nhay) thit hai tdi goc déi dién—hinh hop sé thanh hinh khi ban di chuyén. 
Nhan ENTER, va hinh hop chinh 1A mot ctta sd mdi. Cac dé thi cho thay cing mot 
ham s6 vdi mot su thay déi ctia ty lé. Muc[3.4] sé thao luan ban chat todn hoc—é 
day ching ta tap trung vao cdc dé hoa. 


Vi pu 1.7.11. Dat :Y; = Xsin(1/X) trong man hinh chinh stta Y =. Nhan 
ZOOM Trig déi vdi dé thi thi nhat. Cai dat XFact = 1 va yFact = 2.5. Nhan ZOOM In 
véi tam tai (0,0). Dé thay mot bitc hinh lén hon, ding XFact = 10 va yFact = 1. 
Sau d6 Zoom Out mot lan nita. Khi X tré nén én, ham X sin(1/X) tién tdi 

Bay gid tré lai v6i ZOOM Trig. ZOOM In véi hé sé phong duge cai dat tdi 4 a 
dinh). Phong to thém mét lan ntfa bang c4ch nhan ENTER. V6i tam va hé so phéng 
dugc git c6 dinh, day 1A cdch nhanh hon cach vé mot ctta sé mdi. 


Vi pu 1.7.12. Lap lai qua trinh trén déi vdi ham sé Y = sin(1/X), ham sé nay 
con that thudng hon nita. Sau khi ZOOM Trig, tao ra mot cita so dé nhin thay ham 
so nay gan X = 0.01. Ving gia tri Y bay gid la 


Viéc dinh ty 1é lA rat quan trong. D6éi vGi mot ham mdi, viéc nay cd thé rat 
té nhat. Mot cong thitc déi vdi y(x) khong dé dang tiét 16 ving gid tri cla cdc y, 
khi A < x < B dugc cho truéc. Chuong trinh sau thuéng thuan tién hon cac chiic 
nang thu phong. No tht phéng to ham sé L = 19 lan qua x-mién xdc dinh (méi 5 
diém anh). Cac dau vao Xmin, Xmax, Y; d& dudc luu trudc d6é trén céc man hinh 
khac. Sau khi tht’ phong, chuong trinh cai dat y-vting gia tri tt C = Ymin tdi 
D=Ymaz va vé dé thi. 

Chi ¥ vong lap vdi bién dém K. Vong lap két thiic vdi lénh IS > (K,L) ma tang 
K thém 1 va bé qua mét hang néu K mdi vudt qua L. Néu khong, lénh Goto 1 khdi 
dong lai vong lap. Man hinh thé hién dang ng&n phia bén trai. 
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Vi py 1.7.13. Y; = 2° + 10x? — 7x + 42 vi mién xdc dinh Xmin = —12 
va Xmax = 10. Cai dat khoang tréng giita cdc vach trén cdc truc Xscl = 4 va 
Yscl = 250. Thuc thi vGi PRGM (EXEC) A ENTER. Déi véi chuong trinh nay, chting ta 
cting liét ké cac vi tri va binh luaén bang chon. 








PrgmA : AUTOSCL Binh luan Bang chon (Bang chon con) 

: All — Off Y — VARS(OFF) T&t céc ham sé 

:Xmin+A VARS (RNG) Luu trit Xmin bang cach ding STO 
:194L Luu trit sé lugng céc phép tinh (19) 

: (Xmax — A)/L > H Thiét lap khoang tréng gitta cdc phép tinh 
:A>X Bat dau taiz =A 

:¥13C Y — VARS (Y) Tinh ham sé 

:C3D B&t dau C va D véi gia tri nay 

:15K Khéi déng bién dém K = 1 

: Lb11 PRGM (CTL) Danh dau vong lap bat dau 
:A+KH—>X Tinh x tiép theo 

:Y¥, 3 Y Tinh ham sé tai « 

:IFY<C PRGM (CTL) Cuc tiéu mdi? 

:Y¥>oC Cap nhat C 

IFD<Y PRGM (CTL) Cuc dai mdi? 

:Y>D Cap nhat D 

: IS > (K,L) PRGM (CTL) Cong 1 cho K, bd qua Goto néu > L 
: Goto 1 PRGM (CTL) Vong lap tré lai Lb1 1 

>¥, — On Y — VARS(ON) Bat Y1 

:C— Ymin STO VARS (RNG) Cai dat Ymin =C 

:D— Ymax STO VARS (RNG) Cai dat Ymax =D 


: DispGraph PRGM(I/0) Tao ra dé thi 


CHudNG 2 
Dao ham 


2.1. Dao ham cia mét Ham sé 


Chuodng nay bat dau véi dinh nghia cia dao ham. Hay nhé lai hai vi du trong 
Chuong 1. Khi quang duéng 1a ¢”, van téc 1a 2¢. Khi f(t) = sint, ching ta tim thay 
v(t) = cost. Van toc bay gid duge goi la dao ham cia f(t). Khi ching ta chuyén 
sang mot dinh nghia chinh thttc hon va cac vi du mdi, ching ta dting cac ky hiéu 
mdi f’ va df /dt d6i vdi dao ham. 
PHAT BIBU 2.1.1. Tai thdi diém t, dao ham f’(t) hoac df /dt hoac v(t) 1a 

/ _ f(t + At) — f(t) 
ay) a ar 
Ty s6 bén vé phai lA van téc trung binh trén mot khoadng thdi gian ngin At. Dao 
ham, bén vé phai, 14 gidi han cia né khi budéc At (delta t) tién tdi khong. 

Hay than trong nhin vao titng biéu thttc. Quang dudng tai thoi diém t 1A 
f(t + At). Quang dudng tai thdi diém ¢ 1a f(t). Phép trit dua ra s6 gia trong 
quang dudng, giita hai thoi diém.Ching ta thudng viét Af d6i vdi sai phan nay: 
Af = f(t+At)— f(t). Van téc trung binh la ty s6 Af /At—sé gia trong quang 
dudng bi chia bdi sé gia trong thdi gian. 

Gidi han cia van téc trung binh 1A dao ham, néu gidi han nay tén tai: 
af = lim Af 
dt Ato At’ 

Day 1a ky hiéu gon gang ma Leibniz da phat minh ra: Af/At tién toi df /dt. 
Dang sau tit “gidi han” tudng nhu don gian nay la cA mét qua trinh ma gido trinh 
nay sé giip ban hiéu dugc. 

Luu ¥ rang Af khong phai lA A lan f! N6 la s6 gia trong f. Tuong tu, At 
khong 1a A lan t. No 1A buéc thdi gian, co thé 1A duong hoac 4m nhung nhat dinh 
phai lA nhé. Dé cé mot ky hiéu ngan gon chi gdm mot chit cai, ching ta coé thé thay 
At bdi h. 

Cac vé phai cua va déu chtta téc d6 trung binh. Trén dé thi cia 
f(t), khoang cach theo phuong ditng bi chia bdi khoang cach theo phuong ngang. 


Diéu nay dua ra hé s6 g6c trung binh Af/At. 

Cac vé trai cla (2.1.1) va déu 1a cdc téc do tte thoi df /dt. Ching dua 
ra hé s6 goc tai thdi diem t. Day chinh 1a dao ham df /dt (khi Af va At co vé 0). 
Nhin mot l4n nita vao phép tinh déi vdi f(t) = ¢?: 
Af _ ft@+At)—f@) _ #2 +2¢At+ (At)? -? 
At At 7 At 
Diém quan trong: Nhiing buéc nay dude thi hién truéc khi At di téi khong. Néu 
ching ta dat At = 0 qué sém, ching ta sé khéng hoc duoc gi ca. Ty sé 


(2.1.2) 





= 2t+ At. 





@.3) 
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Af /At tré thanh 0/0 (ma la vo nghia). Cac s6 Af va At phai cing nhau tién tdi 
khong, chit khong phai tién toi khong mot cach riéng ré. O day t¥ s6 cta chting 1A 
2¢t + At, téc do trung binh. 

Nhac lai: Ching ta thanh cong nhé viét ra khai trién (t+ At)? va trit ¢? va chia 
bdi At. Khi d6 va chi khi d6 ching ta mdi cho At = 0. Gidi han chinh 1a dao ham 
2t. 

C6 mot vai diéu mdi trong cdc cong thitc va (2.1.2). Mot s6 diéu tuy 
la dé nhung lai kha quan trong, mét sé diéu khac lai 14 sau sic hon. D6 chinh 1a 
y tudng vé mot ham sé ma ching ta sé tré lai thao luan sau cting vdi dinh nghia 
cua mot gidi han. Nhung ching ta co thé ngay lap tite thao luan vé cdc ky hiéu 
cuia ching. Cac ky hiéu nay dudc dig lién tuc va ban ciing can phai biét cach doc 
ching: 


f(t) =“f cua t” = gia tri cia ham sé tai thai diém t 
At = “delta t” = buéc thoi gian di tdi hoadc di lui ti t 
f(t + At) =“f cia tcdng delta t” = gid tri cia f tai thai diém t + At 
Af = “delta f” =s6 gia f(t + At) — f(t) 
Af /At = “delta f trén delta t” = van téc trung binh 
f'(t) =“f phay cia t” = gia tri cua dao ham tai thoi diém t 
df /dt =“d f dt” =tuong tu nhu f’ (van téc ttte thdi) 
jim, = “gidi han khi delta ¢ di téi khong” = “qua trinh ma bat dau véi 
cac s6 Af /At va sinh ra sé df /dt. 


Tw nhitng tit sau cing vita dudc noi dén vita réi, ban thay dudc diéu gi nam phia 
sau ky hiéu df /dt. Ky hiéu At biéu thi mot chiéu dai théi gian (thuéng ngdn) khac 
khong. Ky hiéu dé biéu thi mot chiéu dai thdi gian (tham chi ngdn hon nita) cuc 
nhod. Moét sé nha todn hoc lam viéc m6t cAch riéng ré véi df va dt, va df /dt 1a ty 
so cia ching. Déi véi chting ta, df /dt 14 mot ky hiéu don (khong dugc triét tiéu d 
hay A). Dao ham df /dt 1a gidi han ctta Af /At. Khi chting ta cam thay viéc ding 
ky hiéu df /dt la rat bat tién, hay ding f’ hodc v. 


GuHI CHU. Ky hiéu nay giéu di mét diéu ma ching ta nén dé cap dén. Bude 
thdi gian c6 thé 4m cing nhu c6 thé nhu duong. Chung ta c6 thé tinh van téc trung 
binh Af/At trén mot khoang théi gian trudc thai diém t, thay vi sau thdi diém t. 
Ty s6 nay cting tién tdi df /dt. 


Ky hiéu nay cing gidu di mot diéu khéc: Dao ham co thé khéng tén tai. 
Cac van téc trung binh Af /At c6 thé khong tién tdi mOt gidi han (no phai c6 citing 
gidi han khi di tdi va di lui tai thai diém t). Trong trudng hop do, f’(t) lA khong 
duc xac dinh. Tai thdi diém do, gia tri trén téc do ké rat nhap nhang dé c6 thé 
doc dude. Diéu nay sé xay ra trong Vi du 2. 


Vi DU 2.1.1 (Van téc hing V = 2). Quang duéng f la f(t) = Vt. Quang 
dung tai thai diém t+ At lA V lan t+ At. Sai phan Af la V lan At. 
Af _VAt df 
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théi gian khoang cach 


v= df/dt =f! f At 


— so g6c 0 t=3 Af 


hé s6 géc khong dude xdc dinh 








/ a be ae 
f'(3) khong dude xac dinh hé s6 g6c 2 


t t 


3 3 
HinH 2.1.1. Dao ham bang 2 réi bang 0. N6 khong t6n tai tai 
t=3. 


Dao ham cia Vt la V. Dao ham cia 2¢ 1a 2. Van téc trung binh Af/At ludn 1a 
V =2, trong trudng hdp dic biét cé van téc hang nay. 


Vi DU 2.1.2. Di véi van téc hang 2 cho tdi thai diém t = 3, sau dé ditng. 
D6i véi khoang thdi gian nhd, ching ta van co f(t) = 2t. Nhung sau thdi diém 
ding, quang dudng dude cé dinh tai f(t) = 6. D6 thi 1A dudng nim ngang sau thdi 
diém t = 3. Khi do f(t + At) = f(t) va Af =0 va dao ham ctia mé6t ham hang 
bang khong: 

ft+Oi)-f0) _ , 


0 
. / _— j se — 
(2.1.4) t>3: f(t)= jim, P jim, ; 0 


Trong vi du nay, dao ham khéng duoc xdc dinh tai thdi diém t = 3. Van 
téc gidm dot ngot tit 2 vé khong. Ty s6 Af/At, vao thoi diém dac biét do, phu 
thudc vao viéc At la dudng hay 1a 4m. Van téc trung binh sau thdi diém t = 3 1A 
khong. Van téc trung binh truéc thdi diém do 1a 2. Khi dé thi cia f cé mot diém 
goc, dé thi cia v c6 mot bude nhdy. No la mot ham bac thang. 

Mot phan mdi ctia vi du nay d6 1A khai niém (df/dt hoac f’ thay vi v). Vui 
long nhin vao hinh thit ba. N6 cho thay c4ch ham s6 bién ¢ (phia bén trai) thanh 
f(t). Dac biét n6 cho thay At va Af. Khi bat dau, Af/At bang 2. Sau khi ding 
tai t = 3, moi t déu di vao f(t) = 6. Vay Af = 0 va df /dt = 0. 


DAO HAM CUA 1/t 


Sau day 1a mot hé s6 géc hoan toan khac biét, déi véi “ham nhu cau” f(t) = 1/t. 
Nhu cau 1A 1/t khi gid 1a t. Mot san pham co gid t cao déng nghia véi viéc nhu cau 
tiéu thu 1/t thap. Viéc tang gid lam gidm nhu cau. Cau héi thudc giai tich do 1a: 
1/t thay déi nhanh nhu thé nao khit thay déi. “Nhu cau bién” 1A hé sé goc 
ctia dudng cong nhu cau. 

Diéu quan trong la phai tim dugc dao ham cua 1/t, mot lan va mai mai. N6 
chinh 1A —1/t?. 











1 1 . t—(t+At) 
De oO. = CO = 5 hd } — 
Vi bu 2.1.3. f(t) 7 © Af ae ae No ban ; (t + At) rT 
: : Af —1 - . df —-l 
h bi At va cho At ; = tié 6 —_—=-—. 
Chia béi va cho +0 iG it + Ad) ién tdi Pn p 


Hang 1 1a dai s6, hang 2 1A giai tich. Buc thit nhat cla hang 1 trit f(t) khoi 
f(t + At). Hiéu la 1/(t + At) triv 1/t. Mau sé chung do 1a t lan t + At—diéu nay 
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: 1 5 1 
HINH 2.1.2. Hé s6 goc trung binh 1a -@ van toc ding la = 


Viéc t tang kéo theo viéc f giam. 


cho phép ching ta thuc hién cac phép toan dai s6. Chung ta chi cd thé dat At = 0 
trong hang 2, sau khi ching ta da chia bdi At. 

Van t6c trung binh la Af/At = —1/t(t+ At). Bay gio dat At = 0. Dao ham 1a 
-1/*. Muc|2.4] sé thao luan trudng hop dau tién trong nhiéu trudng hdp khi viéc 
thé At = 0 1A khong thé, va ¥ tudng vé mot gidi han phai dudc lam r6 hon nifa. 


Kiém tra vé mat dai sé tai t = 2 va t+ At = 3. Nhu cau 1/t gidm tir 1/3 vé 
1/2. Sai phan la Af = —1/6, ma chinh la —1/(2)(3) trong hang 1. Khi cdc budc 
Af va At cang tré nén nhé hon, ty so cia ching tién téi —1/(2)(2) = —1/4. 

Dao ham nay la Gm. Ham sé 1/t 1a mot ham gidm va Af nhé hon khong. 
D6 thi di rudng trong Hinh|2.1.2| va hé s6 géc cia né 1a am. 


M6ét ham tédng f(t) cé hé s6 géc duong.M6t ham giam f(t) cé hé s6 géc Gm. 
Hé sé goc —1/t? am cé gia tri tuyét déi rat l6n khi ¢ rat nhd. Gid tang lam gidm 
nhu cau. 

Hinh tiép theo dua ra mot diém tuy nhé nhung quan trong. Khong cé gi dac 
biét vé chit cai t. Nhitng chit cai khac c6 thé dude dimg—dac biét 1A chit céi 2. Mot 
dai lugng cé thé phu thu6éc vao vt tri thay vi thoi gian. D6 cao thay déi khi 
ching ta di vé phia tay. Dién tich cua m6t hinh vudng thay déi khi canh thay ddi. 
Nhitng thay déi nay khong bi Anh hudng bdi thdi gian, nén ching ta khong cé ly do 
gi dé ding t ca. Ban sé thudng thay y = f(x), vdi x thudc truc hoanh va y thudc 
truc tung—dudc két néi béi mot ham sé f. 

Tuong tu, f khong phai lA chit cdi duy nhat c6 thé dugc ding. Khong phai tat 
ca cac ham s6 déu c6 tén la f! Chit cdi nay thong dung bdi vi no 1a viét tat cua tit 
ham sq'|-nhung ching ta hoan toan c6 quyén viét y(x) hoac y(t) thay vi f(x) hoac 
f(t). Kheo céch theo phuong ditng 14 mot ham s6 cia khoang céch theo phuong 
ngang. Méi quan hé “y cla x” nay 1a tdi quan trong trong todn hoc. 

Hé s6 géc cing lA mot ham sé. Giai tich nghién cttu vé hai ham s6, y(x) va 
dy/dax. 


CAu HOI. Néu ta chiing cong 1 vao y(x), diéu gi sé ray ra vi hé 86 goc? 


INd: Ham sé (tiéng Anh: function). 
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CAu TRA LOI. Hé s6 g6c khong thay déi. 
CAu HOI. Néu ching ta cong 1 vao hé 86 géc, diéu gi sé ray ra vdi tung do? 
CAU TRA LOI. 


Cac ky hiéu t va x dai dién cho cac bién déc lép—ching nhan bat ky gid tri 
nao ching muén (trong mién xdc dinh). Khi ching da nhan gia tri, f(t) va y(x) 
dugc x4c dinh. Nhu vay f va y dai dién cho cdc bién phu thuéc—ching phu thudc 
vao t va x. Mot sé gia At sinh ra mot sd gia Af. Mot sé gia Ax sinh ra Ay. Bién 
doc lap nam trong dau ngoac trong trong f(t) va y(x). Chit cdi nao déu khong quan 
trong, quan trong la y tudng: 


bién déc lap t hodc x 
bién phu thuéc f hoadc g hoadc y ho&c z hoadc u 
dao ham df /dt hoac df/dx hoac dy/dx hoac --- 


Dao ham dy/dx dugc sinh ra tit [s6 gia trong y] bi chia béi [sé gia trong 2]. Budc 
thoi gian tré thanh budc khong gian, di tdi ho&c di lui. Hé sé géc 1a téc dé y thay 
déi theo x. Dao ham ctia mét ham sé la “téc dé thay dédi” cia no. 
Ching ta phai chi ¥ rang caéc sdch vat ly thudng ding x(t) déi vdi dudng di. 
Dé nhan manh dinh nghia ctia mot dao ham, ching ta xdc dinh lai no mot lan 
nifa vdi y va x: 


Ay  y(a+Aa)— f(x) — khoang cach theo phuong dttng = dy i Ay x) 
= = = lim — =y’(z). 
Ax Ax khoang cach theo phuong ngang dx Ax0 Ar a 





Ky hiéu y’(x) cho biét diém x ma tai d6 hé sé géc dude tinh. Trong dy/dz, ching 
ta b6 qua chi tiét d6. Cuén sdch nay sé cé ging dung hoa giita sy hoan hao hgp 
ly va su don gian thong thudng. Ky hiéu dy/dx(z) 1a khong tét chut nao; y’(x) 1a 
t6t hon nhiéu; khi « di dude ngam hiéu 1a bién sé, ching ta khong can phai viét x 
trong dau ngoac tron. 

Ban dugc phép noi ring ham sé lA y = 2? va dao ham Ia y! = 2a—di ky hiéu 
day di doi héi y(x) = a2? va y/(x) = 22. Ban tham chi c6 thé noi rang ham sé 1A 
az” va dao ham cta no lA 22 va dao ham cép hai cia né la 2—mién 1A moi ngudi 
déu hiéu duoc. 

Duédi day 1A mot vi du. Bai todn nay dudc dua ra hdi sém va khong bat budc 
ban phai thuc hién nhung kha quan trong. Ban c6 dugc co héi thyc hanh tuyét vdi 
véi cac chtt va céc ky hiéu, va tu tay tinh cac dao ham mdi. 


Vi DU 2.1.4. Néu u(x) c6 hé sé g6c du/dax, hdi hé sé géc cia f(x) = (u(x))?? 
Ti dao ham cia x”, ching ta sé biét dugc dao ham cia x*. Trong truéng hep dé, 
u =x? va f = «*. Diém can luu ¥ thit nhat: Dao ham cia u? khong phdi la 
(du/dx)*. Ching ta khong binh phuong dao ham 22. Dé tim “quy tAc binh phuong,” 
ching ta bat dau nhu da lam—véi Af = f(x + Ax) — f(a): 


(2.1.5) a = [u(x + Az) 4 re) [eae + Ao) 7 ay tién tdi 2u(x) ae 
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Hino 2.1.3. Dao ham ctia 1/t lA —1/t?. Hé sé goc cia 1/a 1A 
—1/z". 


Day 1a quy tac binh phuong: Dao ham cia (u(x))? la 2u(x) lan du/dx. Ti cdc 
dao ham cua 2? va 1/x va sina (va moi thit da biét), cdc vi du sau dua ra cdc dao 
ham mdi. 

Vi DU 2.1.5 (u= 2”). Dao ham cia 24 1a 2udu/dx = 2(x?)(2x) = 423. 


Vi DU 2.1.6 (u=1/zr). Dao ham cia 1/2? la 2udu/dx = (2/x)(—1/x?) = 
223. 


Vi pu 2.1.7 (u = sina, du/dx = cos). Dao ham ctia u? = sin?a IA 


2sin © COS Z. 


Toan hoc thuc su la vé cdc ¥ tudng. Cac ky hiéu dudc sAng tao ra dé biéu dién 
cac y tudng do. Newton va Leibniz da déc lap phat minh ra giai tich, va nhting 
ngudi ban cia Newton da tén nhiéu thdi gian dé chittng minh rang chinh Newton 
mdi lA nguéi dau tién phat minh ra giai tich. Mac dt Newton 1a ngudi dau tién phat 
minh ra giai tich, nhung chinh Leibniz mdi la ngudi da nghi ra cach viét dy/dz—ma 
ching ta dang ding. No dting 1A cAch hoan hao dé biéu thi gidi han cia Ay/Az. 
Newton la mét trong nhitng nha khoa hoc vi dai cua moi thoi dai, va giai tich 
la mot trong nhting phat minh vi dai nhat cia moi thoi dai—nhung ky hiéu cia 
Leibniz cing gop phan vao su vi dai do. Nhd dé ma ban bay gid c6 thé noi va viét 
vé dao ham. Nhting gi chting ta can tiép theo day 1A mét loat cAc ham sé va dao 
ham cta ching. 


BAI TAP 2.1 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng dudc viét lA v hoic _e  hodc _f_. Néu 
f(x) = 2a +3 va Ax = 4, khi d6 Af = 
Dao ham la _a_ ctta Af/Az khi At g_. Néu Ax = —1, khi do Af = _h 


tién téi__b_. O day Af bing _c_. Bude Néu Ax =0, khi dé Af = _i_. Hé sé géc 
At c6 thé 1A ducong hoi’c _d_. Dao ham’ khong phai la 0/0 ma la df/dx = _j_. 
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Dao ham khéng tén tai tai noi f(t) cd 


mot _k_ va v(t) c6 mot _1_. Déi véi 
f(t) = 1/t, dao ham la __m_. Hé s6 géc 
cua y = 4/a la dy/dx = _n_. Mot ham 
giam c6 mot dao ham _o _. Bién__p_lA 





thoaic a va bién__q__1la f hoadc y. Hé sé géc 
ctia y” (1A) (khong phai 1a) (dy/dx)?. Hé sé 
goc cia (u(x))? lA __r__ theo quy tdc binh 
phuong. Hé sé goc cia (22 + 3)? IAs | 
2.1.1. S6 nado trong nhting sé sau 
(nguyén trang) dua ra df /dt tai thoi diém 
t? Néu nghi ngé, hay kiém tra véi f(t) = t?. 


(a) f(t + At) — ft) 


h-0 Qh 
> uy, £t-A)-s0 
eet ADO) 
(d) jim At 


2.1.2. Gia stt f(x) = x”. Tinh ting ty 
so sau va dat h = 0: 


f(x +h) — f(a) 











2.1.3. Déi v6i f(x) = 3a va g(x) = 
14a, tim f(4+h), g(4+h), f’(4) va g’(4). 
Vé cdc dé thi cua f va g—tai sao ching cd 
cing hé sé géc? 

2.1.4. Tim ba ham sé c6 cing hé sé 
goc véi f(x) = x. 

2.1.5. Déi voi f(x) = 1/a, vé dé thi 
cua f(x) +1 va f(x+1). Ham sé nao cé dao 
ham —1/2?? 

2.1.6. Chon c dé duéng thang y = « lA 
tiép tuyén véi parabola y = x” +c. Ching c6é 
cing hé s6 géc tai ndi ching tiép xtc nhau. 

2.1.7. Vé dudng cong y(x) = 1—2? va 
tinh hé s6 géc cua no tai x = 3. 


2.1.8. Néu f(t) = 1/t, hoi van téc 


trung binh gitta t = 5 va t = 2? Hoi van 


Z 1 
tdc trung binh gitta t = 5 va t = 1? Hoi van 
téc trung binh (véi mot chit sé thap phan) 


gitta t= = va t = 101/200? 


e 
2 


2.1.9. Tim ou déi véi y(z) = 2 +2”. 
Sau d6 tim dy/dzx. 


2.1.10. Tim ou va dy/dx déi véi 
y(a) =1+ 204 32”. 


2.1.11. Khi f(t) = 4/t, don gidn héa 
sai phan f(t + At) — f(t), chia bdi At, va 
dat At = 0. Két qua 1a f'(t). 


2.1.12. Tim dao ham cia 1/t? tit 
Af(t) = 1/(t + At)? — 1/t?. Viet Af dudi 
dang mot phan s6 véi mau s6 t?(t + At)’. 
Chia ttt s6 béi At dé tim Af /At. Dat At = 
0. 


2.1.13. Gid st f(t) = 7t tdi t= 1. Sau 
d6 f(t) =7+9(t-1). 
(a) Tim df /dt tai t = va t= 
( 


b) Tai sao f(t) khong c6 dao ham tai 
t=1? 


No] w 


2.1.14. Tim dao ham cia dao ham 
(dao ham cép hai) cia y = 3a”. Hdi dao 
ham cap ba lA gi? 


2.1.15. Tim cdc s6 A va B sao cho 
dudng thang y = x khép mot cach tron tru 
v6i duong cong Y = A+ Br+2” taiz=1. 
Tron tru nghia la y = Y va dy/dx = dY/dx 
taic=1. 


2.1.16. Tim céc sé A va B dé dudng 
thang ngang y = 4 khdp tron tru véi dudng 
cong y= A+ Br +2" tai diém z = 2. 


2.1.17. Dung (véi ly do) hay sai (véi 
vi du): 
(a) Néu f(t) < 0, khi do df/dt < 0. 
(b) Dao ham cia (f(t))? la 2 df /dt. 
(c) Dao ham cia 2f(t) la 2 df /dt. 
(d) Dao ham 1a gidi han cia Af duoc 
chia bdi gidi han cia At. 

2.1.18. Déi V6i f(x) = 1/2x, sai phan 
gita f(a+h)—f(a—h) lal/(a+h)—-1/(2—- 
h). Thuc hién phép trit bang cach ding mau 
chung («+ h)(x —h). Sau do chia béi 2h va 
dat h = 0. Tai sao phai chia béi 2h dé thu 
duoc dao ham ding? 


2.1.19. Gia st y = mx +b déi véi x 
am va y = Ma+ B déi vdi x > 0. Cac dé 
thi cét nhau néu . Hai hé sé goc 1a 

. Hé sé géc taix = 0 1a 
(diéu gi 1a co thé?). 
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2.1.20. Hé s6 géc cha y= 1/2 taixr= 
1/4 1a y’ = —1/2? = —16. Tai h = 1/12, ty 
so nao trong nhitng ty s6 sau gan vdi —16 
nhat? 


y(@ + h) — y(a) 





h 
y(x) — y(x — h) 
h 
y(a + h) — y(a — h) 
2h 


2.1.21. Tim hé sé géc trung binh cia 
y = x gita c = 2 vA © = 2p. Hé 86 goc 
trung binh nay tién tdi dau khi x2 tién tdi 


a1? 

2.1.22. Vé lai Hinh khi f(t) = 
3 —2t déi voit < 2 va f® = —1 déi véi 
t > 2. Vé luén df /dt. 

2.1.23. Vé lai Hinh déi véi ham 
so y(z) = 1— (1/x). Vé luon dy/dz. 

2.1.24. Gidi han cia 0/At khi At > 0 
khong phai 1a 0/0. Giai thich. 

2.1.25. Du doan cac gidi han bang mot 
quy tac thuc hién dudc nhung khong chinh 
thitc. Dat At = 0.1 va —0.1 va tuéng tuong 
At dan tré nén nhé hon: 











(a) 1+ At At + (At)? 
2+ At iS) At — (At)? 
py) Atl t+ At 
0) AE () Tat 
2.1.26 (*). Gia sit Ps eh 
)=7. 


x 
x — 0. Suy luan rang f(0) = 0 va f’(0 
Dua ra mot vi du khac ngoai f() 
2.1.27. Hoi gidi han 
km £68 +2) — f(3) 
x20 x 
néu no tdn tai? Chuyén gi sé xay ra néu 
z—1? 
Cac bai tap|2.1.28}2.1.31]diing quy tac 
binh phuong: d(u*)/dx = 2u(du/dz). 
2.1.28. Lay u = x va tim dao ham cia 
ie ee nee 
x” (mét cdc mdi). 
2.1.29. Lay u = «* va tim dao ham 
ctia x® (ding du/dx = 42°). 
2.1.30. Néu u = 1, khi do wu? = 1. Khi 
do d1/dz la 2 lan d1/dzx. Sao cé thé nhu thé 
dudc? 


2.1.31. Lay u = Vz. Dao ham cia 
u’ = a la 1 = 2u(du/dx). Vay héi du/dx, 
dao ham ctia \/x? 


2.1.32. Hinh bén trai cho thay f(t) = 
t?. Ky hiéu cac khodng cach f(t + At), At 
va Af. Vé cc dudng thang ma c6 hé sé géc 
la Af /At va f(t). 

fj=? 





t t+At 123 4 


2.1.33. Hinh vé bén phai cho thay f(z) 
va Ag. Tim Aa/Az va f'(2). 


2.1.34. Vé f(a) va Ax dé Af/Ax = 0 
nhung f(x) 4 0. 


2.1.35. Néu f = u’, khi d6 df/dx = 
Qudu/dx. Néu g = f?, khi d6 dg/dx = 
2f df /dxz. Ching cing nhau dua ra g = u* 
va dg/dx = 


2.1.36. 
f(0) =0: 
(a) Néu f(x) < x déi vdi moi z, khi do 
df jd <1. 
(b) Néu df/dx < 1 déi vdi moi x, khi 
dé f(x) <a. 


Ding hay sai, gia dinh 


2.1.37. Cac dé thi sau cho thay Af va 
Af /h déi voi f(x) = x”. Tai sao 2a +h la 
phugng trinh déi v6i Af /h? Néu h bi c&t di 
mot nita, vé cac dé thi mdi. 





2.1.39. Vé l/x va 1/(e +h) va 
Af /h—co thé vé bang tay voi h = 3 hoac 
vé bang may tinh dé cho thay khi h > 0. 

2.1.40. Dédi véi y = e”, chitng t6 trén 


dé thi may tinh rang dy/dzx = y. 


2.1.41. Gidi thich dao ham theo cach 
riéng cua ban. 
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2.2. Liy thita va Da thitc 


3 5 


Muc nay cé hai muc dich chinh. Mét 1a tim dao ham ctia f(x) = 2” va vt vA x 
(va tong quat hon, f(x) = x”). Ching ta truéc tién xét trudng hop lug thiva hay 
mi nla mot sO nguyén duong. Sau do ching ta xét x” va x? va moi x”. 

Muc dich kia lai rat khac. Trong khi tinh toAn cAéc dao ham nay, ching ta 
hu6ng tdi cdc tng dung cla ching. Trong qua trinh ding giai tich, ching ta gap 
cdc phuong trinh cé chtta céc dao ham cia no—‘phuong trinh vi phan.” Van 
con qua sém dé giai hoc cAch gidi phuong trinh nay. Nhung khong qua sém dé thay 
muc dich cia nhitng gi ching ta dang lam. Cac vi du cia ching ta dén tv linh vuc 
kinh té vA sinh hoc. 

Véi n = 2, dao ham cia x? 1A 2x. Voi n = —1, hé 86 géc cha x! 1A —1a~?. DO 
la hai manh ghép trong mét xu thé rat dep, ma xttng dang dé ching ta kham pha. 
Ching ta bat dau véi x? va dao ham cia no 32”, truéc khi nhay sang 2”. 


Vi Dy 2.2.1. Néu f(x) = 2°, khi do Af = (a +h)? —2? = (2° + 327h 4+ 3ah? + 
h3) — 23. 


Buéc 1: Triét tiéu 2° Buéc 2: Chia bédi h Buéc 3: h tién tdi 0 


at = 32? + 32h +h? tién tdi af = 327. 

h dx 
Diéu nay rat don gian, va ching ta thay dudc buéc chinh. Luy thita (x + h)? dua 
ra bén s6 hang riéng biét 2? + 3a7h + 3xh? + h?. (Chi ¥ 1,3,3,1.) Sau khi x? bi 
trit di, ching ta chia bdi h. Tai gidi han (h = 0), ching ta c6 32”. 


Déi véi f(#) = x2", cAc buéc thi hién ciing tuong tu. Mot budc cd h kéo theo 
f(a@+h) = (a +h)". Ngudi ta ding dai sé dé tinh cdc luy thita nhu (# +h)", va 
néu ban da quén cong thiic nhi thitc, ching ta van c6 thé nim bat lai nhttng diém 
chinh ctia né. Bat dau véi n = 4: 


(2.2.1) (e@+h)\(a+h)\(a+h)\(a+h)=a24+ 277 + h* 


Nhan « v6i nhau bén lan dude «*, nhan h véi nhau bén lan duc h*. Do 1a cdc sé 
hang dé, nhung khong phai 1a cdc s6 hang chinh. Phép triv (2 + h)* — x* sé lam 
triét tiéu x*, va buéc lay gidi han h > 0 sé don gian h* (ngay cA sau phép chia bdi 
h). Cac tich chinh la cdc tich cé dting mét h. Trong Vi duy2.2.1] voi (2 +h), 
s6 hang chinh nay 1a 32?h. Phép chia bdi h dua ra 3x”. 

Voi chi mot h, cé n vi tri cé thé sinh ra no. Phuong trinh co bén h 
trong c4c d4u ngoac, va bén céch nhan dé sinh ra x°h. Vi vay s6 hang chinh 1A 
4x*h (Phép chia béi h dua ra 4x°). Trong trudng hop téng quat, cé n diu ngoaic 
va c6é n cach nhan dé sinh ra 2”~'h, nén cong thtte nhi thttc chita nx” *h: 


(2.2.2) (ath) =a" + ne" hat... +h". 


PHAT BIEU 2.2.1. Déi vai n = 1,2,3,4..., dao ham cia x” la na” !. 


Trit 2” khdi (2.2.2). Chia béi h. S6 hang chinh trong (2) tré thanh na"~*. Cac s6 
hang con lai bién mat khi h > 0: 
Af  (a@+h)"—a™ — nar-tt--- +h” df | 


= = nen = nx 


Ax h h dx 
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Cac s6 hang dugc thay bing cdc d4u chém chita h? va h® va cdc luy thita cao hon 
ctia h. Sau khi chia béi h, ching van con it nhat mét thita sé h. Tat cd cAc thita sé 
hang nay bién mat khi h — 0. 


Vi Dy 2.2.2. (2x +h)* = 24 + 4a°h + 6a7h? + 4h} + h*. Khai trién day di khi 
n=A, 
Trit x*, Chia béi h, cho h > 0. Dao ham 1A 42°. Cac hé sé 1,4,6,4,1 nim trong 
tam gidc cla Pascal dudi day. Déi vdi (2 + h)°, hang tiép theo 14 1,5, 10, ?. 


GHI CHU. C4c 86 hang bi thiéu trong cong thttc nhi thitc (dude thay bang cAc 
dau cham) chtta tat cd cdc tich 2" Sh. Mot x hay mot h dude sinh ra tit mdi 
dau ngoac. Hé sé nhi thttc “n chon j” la 86 caéch chon ra j chit cdi h trong 
n dau ngodc. No chita n giai thita, ma la n! = n(n — 1)(n — 2)-+-1. Nhu vay 
5! = 5.4.3.2.1 = 120. 


Day 1a nhttng con s6 mA cdc con bac biét rat r6 va yéu rat nhiéu: 


1 Tam gidc 
a nl 1 1 ctia Pascal 
non? = (1) = TRH a 6 
1 3 3 1 n=83 


1 4 6 4 1 n=4 


Trong hang cu6i cing, hé s6 cia xh 1a 4!/1!3! = 4-3-2-1/1-3-2-1=4. Déi véi 
s6 hang 27h”, véi j = 2, c6 4-3-2-1/2-1-2-1=6 cach dé chon hai h. Chi ¥ rang 
1+4+6+44+1 bang 16, ma lA 2*. Téng mdi hang ctia tam gidc cla Pascal 1A mot 
luy thtta cla 2. 

Chon 6 sé tit 49 s6 trong mot cudc x6 86, ty 1é cue 1A 49- 48-47-46 -45- 44/6! 
in 1. Con sé do la N = “49 chon 6”= 13, 983, 816. N6 lA hé sé cha x**h® trong khai 
trién cia (« + h)*9. Néu \ lan N vé dude mua, sé ky vong cia ngudi thang 1a 2. 
Kha ning khong co ngudi thing lA e~*. Kha nang c6 mot ngudi thing 1A Ae». 
Xem Muc 8.4. 

Cudc x6 sé cia Florida vao thang 9 nam 1990 (theo quy tac nay) co 6 ngudi 
thang trong so 109, 163,978 vé. 


DAO HAM CUA DA THUC 
Bay gid ching ta c6 mot liét ké v6 han gém céc ham sé va céc dao ham citia 
ching: 
Ca ee a aes 1 22 327 42° 5a 


Dao ham cia x” lan lan x lug thita thap hon mét don vi x”~'. Quy tac 
nay mod réng tu cdc s6 nguyén 1,2,3,4,5 sang tat ca cac lug thita: 


f=1/e cc fl =-1/x?: Vidu (2.1.3) cia Muc (2.1) (n = —1) 

f=1/x? co f!=-2/22: Vi du (??) cia Muc (2.1) (n = —2) 
1 2 1 

jee ta f= os : dting nhung chua dugc kiem tra (n = 5) 
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Nhé ring x~2 c6 nghia lA 1/2? va 27? c6 nghia la 1/\/z. Cac lug thita am kéo theo 
caéc ham giam, tién tdi 0 khi x tién tdi vo cing. Cac hé sé géc cha ching cé dau 
trtt. 

CAu HOI. Héi dao ham cia x!° va x7? va a2? 


fs 1 : 
CAu TRA LOI. 10x° va 22271 va —50?. Co 1é (2 +h)?” hoi la lim. Tam gidc 


ctia Pascal khong stt dung dugc véi luy thita phan sé nay, nhung céng thttc van 
dung: Sau x? la dén 2, Qa Th, Cong thtic nhi thitc day du dude xét trong Muc 
10.5. 


Danh sach trén 14 mot khdi dau tét, nhung cdn rat nhiéu ham sé van chua dudc 
nhac dén. Ching ta tiép theo dén vdi nhiing ham sé kha don gian. Mot s6 lugng 
l6n cdc ham s6 mdi 1A “nhitng t6 hdp tuyén tinh” nhu: 

1 1 
f(z) = 6x? hoadc 6x? + 5 hoac 6x? — ue 

Dao ham cua ching 1a gi? Ching ta da biét cau tra 1di déi vdi 2* va a7, va 
ching ta muén nhan bdi 6 hoac chia bdi 2 ho&c cong hoac trit. Thuc hién tucng tu 
v6i cdc dao ham: 


f'(x) = 182? hoadc 18x? + x hodc 182? — x. 
PHAT BIBU 2.2.2. Dao ham cia c lan f(z) 1a c lanf’ (2). 
PHAT BIBU 2.2.3. Dao ham cia f(x) + g(x) la f’(x) + g' (a). 


S6 ¢ c6 thé lA bat ky hang s6 nao. Ching ta c6 thé cong (hoac trit) bat ky ham sé 
nao vdi nhau. Cac quy tc trén dude Ap dung cho bat ky td hdp nado cia f va g. 
Dao ham ctia 9f (x) — 7g(x) la 9f'(x) — 7g'(2x). 

Ching ta ly luan rat truc tiép. Khi f(x) dugc nhan bdi c, f(a +h) cing dude 
nhan béi c. Sai phan Af cing dugec nhan bdi c. Tat cd cdc trung binh Af /h déu 
chita c, nén gidi han cua ching 14 cf’. Budéc duy nhat chua duoc hoan thanh chinh 
1a budc cuéi cing (gidi han). Ching ta van phai noi “gidi han” c6é nghia 1a gi. 

Quy tac 2D citing tuong tu. Cong f +g c6 nghia la cong Af + Ag. Bay gid chia 
bdi h. Trong gidi han, khi h > 0, chting ta dat duoc f’ + g’—bdéi vi mot gidi han 
cua cdc tong 1A tong cia cdc gidi han. Bat ky vi du va chttng minh nao cho diéu 
nay déu dé hiéu—chung ta chi can dén dinh nghia cua gidi han. 

Ban bay gid cé thé tim thay dao ham ctia méi da thitc. Mot “da thitc” 
la mot to hop tuyén tinh cia 1,2, 27, 23,---2”—vi du 9+ 2x” — 2°. Da thtic cu thé 
nay c6 hé s6 g6c 2— 52*. Luu ¥ ring dao ham ctia 9 bing khong! Mot hing sé chi 
lam d6 thi dugc nang lén hay bi ha xu6ng, ma khong lAm thay doi hé sé géc. Diéu 
nay lAm thay d6i gia tri trén hanh trinh ké trutéc khi chiéc xe hoi khéi hanh. 

Su bién mat cla cdc hang sé 1A m6t trong nhiing diéu tuyét voi cia giadi tich 
vi phan. Su xuat hién tré lai ctia cdc hang sé do lai lA m6t trong nhitng tht gay 
dau dau nhat trong giai tich tich phan. Khi ban tim v ti f, gid tri trén hanh trinh 
ké lic khéi hanh 1A khong quan trong. Hang s6 trong f khong anh hudng dén v. 
(Af duoc do bdi hanh trinh ké cd nharf’| At duoc do béi déng ho bam gid.) Dé tinh 





2Nd: Hanh trinh ké cé nhan (trip meter) ghi lai quang dudng di ducc bédi cé nhan ngudi lai xe, 
c6 thé thay ddi gia tri, khac vdi hanh trinh ké (odo meter) ghi lai quang du@dng di dudc béi chiéc 
xe, khong thé thay déi gia tri. 
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quang dung di tit van téc, ching ta can biét gidt tri cla hanh trinh ké lic khdi 
hanh. 


NHIN QUA CAC PHUGNG TRINH VI PHAN (TIM y TU dy/dz) 


Ching ta biét rang y = «? c6 dao ham dy/dx = 327. Bat dau vdi ham sé, chting 
ta tim dudc hé sé géc cia n6. Bay gid dao ngudc qua trinh dé. Bat dau vdi hé 
386 goc va tim ham 86. Day la nhitng gi ma khoa hoc luén thuc hién—va that 
hep ly khi noi nhu vay. 

Bat dau véi dy/dx = 3x7. Hé sé goc dude cho truéc, ham sé y chua dude biét. 


CAu HOI 10. Liéu ching ta co thé di ngugc lai dé dat duoc y = x? ? 


CAU TRA LOI Ching ta gan nhu dat dudc nhung khong hoan toan ding nhu 
vay. Ching ta chi co quyén noi ring y = 2? + C. Hing sé C la gid tri khdi dau ctia 
y (khi 2 = 0). Khi do phuong trinh vi phan dy/dx = 3x? dugc giai. 


Méi khi ban tim thay mot dao ham, ching ta c6 thé di ngudc lai dé giai mot 
phugng trinh vi phan. Ham sé y = 2? +2 cd hé sé géc dy/dx = 2x +1. Theo huéng 
ngudc lai, hé s6 goc 27 + 1 sinh ra x? + «—va tat cA cdc ham sé x? + « + C khac, 
chinh 14 ham sé x? + 2 dude ddi lén va ddi xudng. Sau khi di tit quang dung f tdi 
van téc v, ching ta quay tré lai f + C. Nhung con nhiéu diéu ntta vé cdc phuong 
trinh vi phan. Duéi day 1A hai diém chinh: 

(1) Ching ta dat dugce dy/dx bing Ax/Ay, nhung ching ta khong c6 hé 
théng nao dé giip di ngugc lai. V6i dy/dx = (sinz)/z, ching ta bi mat 
phudng huéng. Ham sé nao nhan ham s6 via réi lam dao ham? 

(2) Nhiéu phuong trinh c6 cing nghiém y = 2. Kinh té hoc c6 dy/dx = 3y/x. 
Hinh hoc c6 dy/dxz = 3y?/ 3. Cac phuong trinh ién quan dén y cing nhu 
dy/dx. Ham s6 va hé sé géc duge trong lan véi nhau! Day 1a dic trung 
cua cdc phuong trinh vi phan. 

Dé tom tét: Cac Chuong [21/4] thuc hien tinh ton va ding céc dao ham. Chuong 5 
lam ngu¢gc lai. Giadi tich tich phan kham pha ham ttt hé s6 géc cla no. Cho truéc 
dy/dx, ching ta tim y(a). Sau d6 Chuong 6 gidi phuong trinh vi phan dy/dt = y, 
ham s6 dudc tron lan vi hé s6 g6éc. Giadi tich di chuyén tit cc dao ham sang cdc 
tich phén va tdi cac phuong trinh vi phan. 

Thao luan nay vé muc dich cia giadi tich sé dé cAp dén mot vi du cu thé. Cac 
phuong trinh vi phan dude 4p dung dé nghién citu mot dich bénh (nhu AIDS). 
Trong phan ldn cac dich bénh, sé lugng ca bénh phat trién theo ham lity thir. 
Dinh diém cua dich bénh sé nhanh chong dude dat dén béi é". va dich bénh giam 
dan. That ngac nhién, bénh AIDS khong phat trién theo ham luy thita—xap xi tét 
nhat cho dif ligu cho dén nim 1988 1A mot ham da thitc bac ba (Tap chi Khoa 
hoc Los Alamog}| 1989). 

S6 lugng cdc ca bénh khdép mét ham da thttc bac ba trong sai s6 

khong vugt qua 2%: y = 174.6(t — 1981.2)? + 340. 
Diéu nay 1a khac biét dang ké so vdi cdc dich bénh khac. Thay vi dy/dt = y, chang 
ta co dy/dt = 3y/t. Truéc khi cu6n sach nay dude in, ching ta co thé biét dude 
cai gi dA ngain can dich bénh AIDS phat trién theo ham lity thita e* (that 1A may 
man qua). Cuéi cing dudng cong sé khong con 1A dé thi cia mot ham da thitc bac 


3Nd: Tap chi Khoa hoc Los Alamos (tiéng Anh: Los Alamos Science). 
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chi phi 
bién 2a 







chi phi 
trung binh x 


' ngudn cung cd dinh 





moi gid 






heudn cung mx 


hé s6 goc 2x 
- . E=1 


moi nguén cung — 

fering binh x 1 gia co dinh 
‘ 

i 

+ > © > > 

x so lugng gid can bang gid 











HINH 2.2.1. Gia tri bién vuot qua gid tri trung binh. D6 co gian 
hang E = +1. Hoan toan co giaén dén hoan toan khong co gian. 





ba nita—Toi hy vong rang cA4c mo hinh todn hoc dan dén kién thitc vé thit gi da 
ngan khong cho dich bénh AIDS ting nhanh chong theo ham liy thita va cttu nhiéu 
mang song. 

Thém vao trong chitng minh: Vao nim 1989, dudng cong déi véi Hoa Ky 
giam tit t? xudng ¢?. 


CHI PHi BIEN VA DO CO GIAN TRONG KINH TE HOC 


Diém can biét thit nhat vé kinh té hoc: Chi phi bién va thu nhap bién 1A hét 
stfc quan trong. Chi phi trung binh dé san xuat xe hoi c6 thé 1A $10,000. Nhung 
chi phi san xuat sé 1A $8000 cho chiéc xe tiép theo néu hang Ford quyét dinh tiép 
tuc san xuat no. “Gid tri trung binh mé ta qua khit, gia tri bién du bdo tuong lai. 
D6i vdi khoan tién giti ngan hang hodc s6 gid lao déng hodc san lugng lia mi, ma 
dudc do theo cdc don vi nhd, cdc lugng nay lA mot bién lién tuc. Khi do tit “bién” 
chi c6 néi vé ding mét thit ma thoi: Hay lay dao ham("] 

Mite lung trung binh trén tat ca cdc gid lao dong cia ching ta c6 thé rat thap. 
Ching ta chic chin sé khong lam thém gid déi véi m6t cong viéc nhu vay. Mitte 
luong trung binh nay dang tang, nhung mic ludng déi vdi méi gid lam thém tang 
nhanh hdn—co thé no tang theo cac budéc nhay. Khi $10/gid tang lén $15/gi3 sau 
m6i 40 gid trong mot tuan, mtic luong 1A $550 déi vdi mot tuan lam viéc 50 gid. 
Thu nhap trung binh 1A $11/gid. Thu nhap bién 14 $25/gis—ty suat lam ngoai gid. 

Ching ta tiép theo tap trung vao chi phi. Cho y(z) 1A chi phi dé san xuat « tan 
thép. Chi phi cia x + Ax tan 1a y(x + Ax). Chi phi vuot thém 1a hiéu Ay. Chia 
béi Ax, sé tan vuct them. TY s6 Ay/Aa 1A chi phi trung binh trén méi tan 
vuot thém. Khi Ax dudc do theo ounce thay vi tan, chung ta rat gan véi chi phi 
bién dy/dz. 

Vi du: Khi chi phi 1A 2”. Chi phi trung binh 1A x?/a2 = x. Chi phi bién 1a 2z. 
Hinh c6 hé sé géc tang—mét vi du vé viéc “ning suat can bién gidm dan do 
quy mo]? 

Diéu nay dua ra mot diém can biét khac vé kinh té hoc. Cac don vi 1A tuy ¥. 
Theo yén trén kilogam, con sé c6 vé khac. Cach dé kh&c phuc cac gid tri khac nhau 


4CAc doan nay cho thay cdch ching ta 4p dung giai tich déi vdi kinh té hoc. Ban khong can thiét 
phai lA mot nha kinh té hoc dé hiéu ching. Chac chan tac gia khong phai, cé 1é nguéi day cing 
va sinh vién citing khong phai lA mot nha kinh té hoc. Ching ta déu c6 thé ding dy/dz. 
5Nd: Nang suat can bién gidm dan do quy m6 (tiéng Anh: diminishing returns to scale. 
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déi vi cdc don vi dé 1A lam viéc véi sé gia phan trim hay s6 gia tudng déi. Mot 
do tang Ax tan la mot do tang tuong déi Ax/x. Mot do tang chi phi Ay la mot 
do tang tuong déi Ay/y. Day 1a cdc dai lugng khéng cé thit nguyén, gid tri cia dai 
lugng nay 1a nhu nhau trong tan/tan hoac dollars/dollars ho&c yen/yen. 

Mot vi du thit ba la nhu cau y tai gid x. Bay gid dy/dx la 4m. Nhung mot lan 
nita cdc don vi la tiy ¥. Nhu cau dude do theo liter hoac gallon, gid dugc do theo 
dollars hay pesos. Tét hon 1a hay lam viéc sé gia tuong déi. Khi gia ting 10%, nhu 
on cé thé gidm 5%. Néu ty s6 nay van nguyén khi gia tang nhe, do co gian sé la 
a : 

Trén thuc té s6 nay phai la a Gia tang, nhu cau gidm. Trong dinh nghia cia 


ching ta, dé co gian 1a 5 Trong cudc tro chuyén gitta cdc nha kinh té hoc, dau 
trit bi bé ra ngoai (Toi hy vong ban ding quén viéc nay). 

DINH NGHiA. D6 co gian cua ham nhu cau y() 1a 
Ay/y _ dy/dx 


2.2.3 E(a) = 
( ) (x) Ar>0 y/x y/a 

D6 co gian la “gid tri bién” bi chia bdi “gid tri trung binh.” E(x) cing la 
86 gia tudng déi theo y bi chia bdi s6 gia tudng déi theo x. Doi khi E(x) 1a nhu 
nhau tai tat cA cdc gid—trudng hgp quan trong nay dudc thao luan duéi day. 








Vi Dy 2.2.3. Gia stt nhu cau 1A y = c/a# khi gid lA x. Dao ham dy/dx = —c/2? 
dude suy ra tit giai tich. Phép chia y/a = c/x? dude tinh chi bang dai sé. Ty sé la 
B=-1. 


D6i voi nhu céu y =x, dé co gidn la (—c/x?)/(c/x?) = —1. 
Tat ca céc dudng cong nhu cau déu dugc so sdnh véi dudng cong nhu cau nay. Nhu 
cau la khong co gian khi |E| < 1. No co gian khi |E| > 1. Nhu cau 20/z 1a khong 


co gidn (EF = — 5): trong khi 2? 1A co gian (E = —3). Ham lug thita y = cx”, 


ma c6 dao ham ching ta da biét, la ham s6 vdi dé co gian hang n: 


néu y = cx”, khi dé dy/dx = cnx” va cnz”*/(cx"/x) = n. 
D6 1A bdi vi y = cx” dat tiéu chuan ma ching ta mdi c6 thé s6m lam quen véi kinh 
té hoc. 
Trong trudng hgp dac biét khi y = c/x, nhu cau ciia khach hang lA khong ddi 
dui c6 gid nao di nita. Gia x lan dai lugng y khong déi tai ry = c. 


VI DU 2.2.4. Dudng cong cung ting co EF > 0—cung ting tang véi gid. Bay gid 
trudng hgp co ban 1a y = cx. Hé 86 géc la c va gid tri trung binh la y/x = c. Dé co 
gian la EB =c/c=1. 

So sinh EF = 1 v6i FE = 0 va EF = oo. Mot cung ting hang 1a “hoan toan khong 
co gian.” Luy thtta n bing khong va hé sé g6c bang khong: y = c. Cung ting sé 
khong con khi mua thu hoach két thic. Dt gid 1A bao nhiéu di nita, ngudi nong dan 
cing khong thé dot ngdt trong thém nhiéu lia mach dé tang cung ting ngay dude. 
Viéc thiéu do co gian lam cho kinh té néng nghiép tran day khé khan. 

Thai cuc EF = o6 con lai 1a “co gian hoan toan.” Cung ting 1a khong gidi han tai 
mot gid cé dinh x. Diéu nay dudng nhu ding vdi nuéc va g6. Trong thuc té, dudng 
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thang dimg 2 = hang sé nghiéng bang thanh mot dudng thang ngang y = hang sé. 
Gia cé dinh dudc thay déi thanh cung ting cé dinh, E = oo tré thanh E = 0, va 
cung ting cla nuéc di theo mot “dugng gamma” cé hinh dang gidéng I. 


Vi DU 2.2.5. Nhu cau lA mét ham tang cua thu nhép—thu nhap cang cao, nhu 
cau cang lén. D6 co gidn thu nha@p la E(I) = (dy/dI)/(y/I). Mot xa xi pham c6 
E > 1 (co gian). Viéc tang gap doi thu nhap ctia ban lam tang gap doi nhu cau 
déi vi tring cA mudi. Mot nhu yéu pham c6 E < 1 (khong co giadn). Nhu cau déi 
véi banh my khong tang gdp doi dit thu nhap cua ban c6é dudc ting gap doi hay 
khong di nita. Xin hay nhan ra cach cdc ¥ tudng trong tam cua gidi tich cung c4p 
mot ng6n ngif cho cdc ¥ tudng trong tam cua kinh té hoc. 


LUU Y QUAN TRONG VE CUNG = CAU. Day IA phucng trinh co ban cia kinh 
té hoc vi mo. Day 1A noi duéng cong cung ting giao dudng cong nhu cau, nén kinh 
té dat dude gid can bang. Cung=cau dam bdo su canh tranh lanh manh. Véi nhiéu 
nha cung cap, khong mot nha cung cap nao co thé tang gid. Néu nha cung cap nao 
do tang gid, cdc khdch hang sé chuyén sang nha cung cap khac. 

Trudng hgp ngu¢c lai chinh 1A suv d6c quyén—khong co su canh tranh. Thay 
vi c6 nhiéu nha san xuat nho nhu trong nganh lia mi, chi c6 mOot nha san xuat 
trong nganh dién. Mot san bay 1A mot nha doc quyén (va c6 thé lA ca Lién doan 
Bong bau duc Quéc gia Hoa Ky}. Néu gia tang, nhu cau nao do van gitt nguyén. 

Viéc gitt gid xay ra khi m6t vai nha san xudt hanh dong nhu mot ké doc 
quyén—cac luat chéng déc quyén cé gang bao vé nén kinh té khdi tinh trang nay. 
Gia khong dudc thiét lap bdi cung=cau. Bai todn giai tich phai gidi quyét lai khac 
han—lam sao dé t6i da héa lot nhuaén. Muc 2) xac dinh vi tri cuc dai noi ma 
Idi nhuan bién (hé s6 géc!) bang khong. 

CAu HOI 11 (Vé do co gidn cia thu nhap). Tu mot khodn thu nhap $10.000, 
ban tiét kiém dude $500. D6 co gidn thu nhap cia khodn tiét kiém la E = 2. Hoi 
ban tiét kiém duoc bao nhiéu phan trén moi dollar tiép theo ban kiém duoc? 

CAu TRA LOI. Khoan tiét kiém 1A y = cx? béi vi E = 2. S6 c phai cho 500 = 
c(10, 000)”, nén ¢ bang 5.10~°. Khi do hé sé gc dy/dx 1a 2cx = 10-10~°-10* = a 
Day lA gia tri tiét kiém bién, 10 cent trén méi dollar. Gia tri tiét kiém trung 
binh 1a 5%, gia tri tiét kiém bién la 10%, va E = 2. 


BAI TAP 2.2 


Cac cau hdi dién tit vao ché tréng bdi h, ching ta cdn bén sé hang __c_. Day 
la Af/h, va gidi han cha no la __d 
Dao ham cia f = x* la f’ = a_. No 
dude suy tit viéc khai trién (« + h)* thanh Dao ham cia f = x” la f’ = _e 


nim s6 hang _b_. Sau khi try z* va chia Bay gid (2 +h)” duoc suy ra tit dinh ly 


6Nd: Lién doan Bong bau duc Quéc gia Hoa Ky (National Football League), dude viét tat 1A 
NFL, d& bat dau t6 chitc giai bong bau duc My danh cho nam 6 Hoa Ky ké tit nim 1920. Giai 
NFL da trai qua hai lan sat nhap véi gidi dudc té chttc bdi Hiép hoi Bong bau duc Toan nude 
My (All-America Football Conference), dude viét tat 1A AAFC, va gidi dudc té chite bdi Hiép hoi 
Bong bau duc M¥ (American Football Conference), dugc viét tat 1a AFC. 
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__f_. Cae s6 hang can tim 1a 2”~'h, chi 
chita mot _g¢ .C6_h _ sé hang do, nén 
(c+h)” =a" +_i_+---. Sau khi tri 
_j_ va chia bdi h, gidi han cia Af/h la 

k_. Hé sé cha 2” Sh, khong can thiét 
6 day, 1a “n chon j”= _1_, trong dé n! cé 
nghia lam 





Dao ham cta xe? lon. Dao ham 
cia x’/* 1A 0 _. Dao ham cia 3x + (1/2) 
la __p_, nhé ding cdc quy t&c sau: Dao 
ham cia 3f(a) la _q_ va dao ham cta 
f(x) + g(z) la _r_. Gidi tich tich phan 
khoi phuc_s__ tit dy/dx. Néu dy/dx = 2’, 
khi d6 y(x) =_ t 

2.2.1. Bat dau véi f = 2°, viét ra f va 
f’ vasau do f”. (Day la “f nai phay,” dao 
ham ctia f’.) Sau dao ham cia 2°, 


ban nhan ducc mot hang s6. Hang sé nao? 


2.2.2. Tim mot ham sé ma nhan 2° 1A 
dao ham cua n6. 


Tim dao ham cutia cac ham s6 


trong 2.2.10} Ngay ca khi n la 4m 
hoac 14 mét phan sé, dao ham cua 2x” 
van la na”! 


2.2.3. 27 + 7a +5 








2.2.4. 1+ (7/2) + (5/27) 

22.5. lta+e7% +2? +24 

3:9.6.. (a? 4-1)? 

2.2.7. oe +a°” 

2.2.8. 2” /n! 

90, deed tet 4 aa° ait 
2 2 

2.2.10. es go 


2.2.11. Ké tén hai ham sé c6 df /dx = 
1/2”. 


2.2.12. Tim 1éi sai: x? lax +a + 
-- +2 (véi x s6 hang). Dao ham cia no 1a 
1+1+---+1 (cing c6 x sé hang). Vay nén 
dao ham ctia x” c6 vé nhu chinh la x. 
2.2.13. Hédi dao ham cia 32'/* va 
—3071/3 va (3a1/3)-1? 
2.2.14. Hé sé géc cha x + (1/x) bang 


khong khi « = . Hanh vi cia dé 
thi tai diém d6 nhu thé nao? 


2.2.15. Vé dé thi cia y = 2? — x. He 
so goc bang khong 6 dau? 


2.2.16. Néu df/dzx la am, liéu f(x) c6 
ludn 1a 4m hay khong? Liéu f(x) cé la 4m 
déi vdi x 1én hay khong? Néu ban co ¥ nghi 
ngu¢gc lai, hay dua ra vi du. 


2.2.17. Mot vién da dudc ném lén véi 
van téc 16 ft/giay dat do cao f = 16t—16t? 
tai thoi diém t. 

(a) Tim téc do trung binh Af/At cia 
notyt=O0tédit= 2° 
(b) Tim téc do trung binh Af/At cia 
1 
no tut = 3 téit = 1. 
(c) Hoi gia tri df /dt tai t = a 


2.2.18. Khi f dudc do theo don vi la 
feet va t theo giay, hdi cAc don vi cia f’ 
va f’? Trong f = 16¢ — 16¢7, s6 16 thit 
nhat 1a theo ft/giay nhung sé 16 thi hai 
la 


2.2.19. Vé dé thi y = 2? +2? —2 tit 
x = —2 téi e = 2 va udc ludng noi ma nd 
giam. Kiém tra diém chuyén tiép bang cach 
giai dy/dx = 0. 

2.2.20. Tai diém ma dy/dx = 0, cd 
diéu gi dac biét vé dé thi cia y(x)? Trugng 
hop kiém thi: y = x. 


2.2.21. Tim hé sé goéc cia y = Va 


bang dai sé (sau dé cho h = 0): 


Ay 
h 
Jeth—VJe 


h 
Viath—-JiVrt+ht+ Jr 
h Votht+ Ve 
2.2.22. Bat chudc pe todn |2.2.21| dé 


tim hé sé géc cia y = 7a 
2.2.23. Hoan thanh tam giac ctia Pas- 
cal déi véi n = 5 va n = 6. Tai sao cdc sd 6 
moi hang (thit n) cong lai bang 2"? 
xs 




















2.2.24. Hoan thanh (a + h)? 


. Hdi cdc hé sé nhi thtic 


i 
Re Ol 
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2.2.25. Tinh (2 +h)? — (a — h)®, chia 
Gi 2h, va dat h = 0. Tai sao phai chia boi 
2h dé tim hé 86 goc nay? 

2.2.26. Gidi phuong trinh vi phan 
uw ar 
y =a dé tim y(z). 

2.2.27. Déi voi f(x) = 2? +-2°, viét ra 
f(a+ Az) va Af/Ax. Gidi han tai Av = 0 
bang bao nhiéu va quy tic nao vé céc tong 
dugc xéc nhan? 

2.2.28. Dao ham cia (u(x))? 1a 
ti Muc[2.1] Kiém thit quy tac nay 
véiu=2x". 

2.2.29. Héi cdc dao ham cia «’ +1 va 


(a +1)'? Tinh tién dé thi cia 2”. 


2.2.30. Néu dy/dz 1a v(x), ham sé nao 
cé cac dao ham sau? 


(a) 4v(c) (c) o(a +1) 
(b) v(x) +1 (d) v(e) + v'(e) 


2.2.31. Ham sé f(x) nao cé dao ham 
cap bin bang 1? 

2.2.32. Ham sé f(x) nao cé dao ham 
cap n bang 1? 

2.2.33. Gia str df /de =1+a+a7+2°. 
Tim f(a). 

2.2.34. Gia st df /da = x ?— 
f (2). 

2.2.35. f(x) c6 thé la dao ham cia 
chinh né. Trong da thitc v6 han f = 1+ 
2+ 2a? + =o 


x °. Tim 


. , nhitng sé nao 
nhan «* va x” néu df /dx bang f? 

2.2.36. Viét ra phuong trinh vi phan 
dy/dz = ma c6 nghiém 1a y = 2”. 
Lam cho vé phai chita y (chtt khong chi chita 
2x). 


2.2.37. Diing hay : Sat: 

a) Dao ham cia x” 1a 72". 

b) Dao ham cta as ™/ba” la a/b. 

Be Néu df /dx = x* va dg/dx = x*, khi 
) = g(a). 

a) (f(@) — 


>a. 
e) 


f(a))/(a — a) tién téi f(a) 


Hé 86 goc cua y = (a — 1)? la 


Cac bai todn|2.2.382.2.44) 1A vé giai 


tich trong kinh té hoc. 


2.2.38. Khi chi phi la y = 
tim E(x) = (dy/dx)/(y/z). 
khi x I6én. 


Yo + cx, 
No tién tdi 


2.2.39. Tt khoan thu nhép 2 = 
$10,000, ban chi y = $1200 cho chiéc xe hoi 


cia minh. Néu E = 5) bao nhiéu phan cia 


m6i dollar tiép theo xe dude chi cho chiéc 
xe ctia ban? So sdénh dy/da (gia tri bién) 
véi y/x (gid tri trung binh). 


2.2.40. Ké tén mot san pham cé dé co 
gian gia la 

(a) cao 

(b) thap 

(c) am (?) 


2.2.41. Nhu cau y = c/a c6 dy/dz = 
—y/x. Chitng td ring Ay/Azx khéng phai la 
—y/x. (Ding cac con sé ho&c dai sé.) Cac 
buséc httu han b6 qua dac trung cua cac budc 
vo cung bé. 

2.2.42. Nhu cau y = x” cO E = 

. Doanh thu zy (gid lan nhu cau) 
co dé co gian FE = 


2.2.43. y = 2x+8 tang vdi chi phi bién 
2 tit chi phi c6 dinh 3. Vé dé thi cia E(x). 


2.2.44. Ti khoan thu nhap J, ching 
ta tiét kiém S(I). Khuynh huéng tiét kiém 
bién 1A . Dé co gidn 1a khong can 
thiét béi vi S va I c6 cing . Ap 
dung cho toan b6 nén kinh té, day 1a (kinh 
té hoc vi m6) (kinh té hoc vi m6). 


2.2.45. 2° dugc tang gap doi khi t tang 
thém . t dude tang gap doi khi t 
tang tdi t. Thoi gian dé quy m6 
tang gap doi déi vdi dich bénh AIDS 1a ty 
1é thuan véi t. 

2.2.46. Sinh hoc citing kéo theo phuong 
trinh dy/dx = ndz/x, tang truéng tuong 
déi déi véi dau dy/y va than da/x. Hoi 
n> 1 hay n <1 déi véi m6 dita tré? 


2.2.47. Nhitng ham s6 nao co df /dz = 
x va df /dx = x"? Tai sao n = —1 lai lam 
roi moi thi? 


2.2.48. Hé sé goc cia y = x® duc suy 
ra ti cong thtic: 


(2 +h)? — «3 


; +(a+h)e4+ 2”. 


= (x +h) 
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(a) Kiém tra phan dai sé. Tim dy/dx 
khi h > 0. 

(b) Viét déng nhat thttc tuong tu déi 
véiy=a2. 

2.2.49 (Dé hoa may tinh). Tim tat ca 
cac diém noi ma y = x’ 422° —72?+3=0 
va noi ma dy/dx = 0. 





2.2.50. Dé thi cha yi(x) = 2 + 2° va 
yo(x) = Ta — 5 tiép xtc nhau tai diém noi 
ma y3(x) = = 0. Vé dé thi y3(z) 


dé thay duce diéu dc biét. Hdi hanh vi cta 
y(x) tai mot diém ndi ma y = y’ = 0? 


2.2.51. Trong gidi x6 sé Mas- 
sachusetts, ban chon 6 sé tit trong 36 sé. 
Hoi kha nang dé ban gianh chién thing? 


2.2.52. Trong hoan canh nao ban sé 
co 1di néu ban mua mot vé x6 sé cho méi 
to hap cé thé c6, dé mot trong sd cac vé sé 
thang? 


2.3. Hé sé géc va Tiép tuyén 


Chuong|1]da bat dau véi céc dé thi dudng thing. Van téc 1a hing (it nhat hing 
ttmg khic). Ham quang dudng 1A tuyén tinh. Bay gid ching ta dang phai déi mit 


v6i cdc da thitc nhu x? — 2 hoac z+ 


— x? +3, cc ham s6 khac sé dude xét sau. Dd 


thi cla ching ch&c chan 1a nhitng dudng cong. Hau hét cdc ham sé c6 dé thi khong 
gan gidng vdi dé thi cua cdc ham tuyén tinh—triv khi ban tap trung vao gan mot 
mot diém don. Do 1A nhiing gi chting ta sé lam. 

Trén mét doan rat ngan, mét dudng cong tréng gidng nhu mét dudng 
thang. Nhin qua m6t chiéc kinh hién vi, hoic ding chitc ning phong to cia mot 
may tinh, ching ta sé thay r6 diéu nay. D6 thi cla quang dudng vdi thdi gian tré 
nén gan nhu tuyén tinh. Hé sé g6c cia no 1a van téc tai tthdi diém do. Chung ta 
mu6n tim duéng thang ma gan véi dé thi nhat—“tiép tuyén’”—truéc khi dé thi 
tré nén cong hon va xa dan du@ng thang. 

Rat dé mo ta tiép tuyén. Ching ta dang xét mot diém cu thé trén dé thi cha 
y = f(x). Tai diém do, x = a va y bang f(a) va hé sé géc bang f’(a). Tiép tuyén 
di qua diém x = a,y = f(a) d6 vdi cé hé 86 goc m= f'(a) do. inh .3.a}bieu 
dién dudng thing rd hon bat ky phudng trinh nao, nhung ching ta phai chuyén 
hinh hoc thanh dai sé. Ching ta can phuong trinh cia dudng thang. 

Vi Du 2.3.1. Gidstt y = 24—2?+3. Tai diém x = a = 1, tung do lay = f(a) =3. 
Hé s6 goéc la dy/dx = 4a? — 2x. Tai x = 1, hé s6 goc lA 4-2 = 2. DO 1a f’(a): 

Cac s6 x =1, y= 3, dy/dx = 2 xdc dinh tiép tuyén. 

Phuong trinh tiép tuyén la y — 3 = 2(a — 1), va muc nay gidi thich tai sao lai nhu 
vay. 





y=3.1le ° 
duéng cong 
y=at—2?+3 


y=2x4+1 
tdi (4, 9) 











3.1 HOP 
y=3 29 f(a) =3 THU PHONG 
9 1.1 . . 
tiép tuyén 
y=2x4+1 
y=2 y=2.9 
xz=0 21 z=0.9 a=1 z=1.1 





HinH 2.3.1. Tiép tuyén va dudng cong c6 cing hé 86 géc 2 (diéu 
nay dude diac biét thay r6 sau khi phong to). 


2.3. HE SO GOC VA TIEP TUYEN 87 





PHUONG TRINH CUA MOT DUGNG THANG 


Mot dudng thang dude xac dinh bdi hai diéu kién. Ching ta sé nhan biét dudc mot 
dudng thang néu ching ta biét dudc hai diém bat ky cia no. (Ching ta van phai 
viét ra phuong trinh cia dudng thang nay.) Ngoai ra, néu ching ta biét mét diém 
v& hé s6 géc ctia mot dudng thang, ching ta cing thiét lap duoc phuong trinh 
cua dudng thang do. Day 1a tinh huéng dién ra déi véi tiép tuyén, trong dé ching 
ta da biét dudc mot hé sé g6c tai mot diém dude cho truéc: 

(1) Phuong trinh cia mot dudng thang c6 dang y = ma + b. 

(2) S6 m 1a hé sé géc cia duéng thang, bdi vi dy/dx = m. 

(3) S6 b diéu chinh duéng thang sao cho no di qua diém dude cho truéc. 

Toi sé lan luot dénh gid nhitng diéu trén—trusdc tién viét ra y = max + b, sau dé 
tinh m, rdi xAc dinh b. 

(1) Dé thi cha y = mx + b khong phai 1A mot dudng cong. Lam sao dé ching 
ta biét dude diéu nay! Déi véi vi du cu thé y = 2x +1, lay hai diém ma 
cé cdc toa dé x,y thoa man phuong trinh: 

c=0y=lvax=4,y =9 déu thoa man y = 27 + 1. 
Cac diém (0,1) va (4,9) do déu nim trén dé thi. Trung diém cia hai diém 
nay c6 x =2 va y = 5. Diém dé cing thod man y = 2x +1. Trung diém 
cing nam trén dé thi. Néu ching ta phan doi mot lan nita, trung diém 
cua (0,1) va (2,5) 1a (1,3). Diém nay cing c6 y = 22 +1. D6 thi chita tat 
ca cdc trung diém va no phai JA mot dudng thang. 

(2) Hé s6 géc ding m déi véi tiép tuyén cé gid tri nao? Trong vi du cia ching 
ta, nd lam = f'(a) = 2. Dudng cong va tiép tuyén ctia n6é c6 cing 
hé 86 goc tai tiép diém: dy/dx = 2. Cho phép tdi giai thich theo 


mot cach khac tai sao duéng thang y = mx +b c6 hé sé géoc m. Tai x = 0, 
tung dé cia né lA y = b. Tai x = 1, tung do n6 lAy=m-+b. Do thi da 
di theo phuong ngang mot don vi truc hodnh (0 téi 1) va di theo phuong 
dting m don vi truc tung (b téi b+ m). Toan bo ¥ tudng 1a: 

khoang cach theo phuong ditng m 


(2.3.1) hé s6 goc = - =—. 
khoang cdch theo phuong ngang = 1 





Timg don vi truc hoanh déng nghia vdi m don vi truc tung, tdi 2m + b 
hoac 3m +b. Mot duéng thang lu6n giit mot hé sé goc hang, trong khi dé 
hé s6 goc cia y = «4 — x? +3 bang 2 chi tai « = 1. 

(3) Cuéi cing ching ta xdc dinh b. Tiép tuyén y = 2x + b phai di qua z = 
1,y = 3. Vi vay b = 1. V6i cdc chit cai thay vi cdc chit s6, y = max + b kéo 
theo f(a) = ma-+ b. Vay ching ta biét b: 


PHAT BI&U 2.3.1. Phuong trinh cua tiép tuyén c6 b = f(a) — ma: 


(2.3.2) y =m + f(a) — ma hay y — f(a) = m(a — a). 


Phuong trinh cua tiép tuyén duoc viét 6 dang trén la tot nhat. Ban ngay lap ttc 
thay dugc nhting gi xay ra tai x = a. Thita s6 x — a bang khong. Vi vay y = f(a) 
nhu dugc yéu cau. Day la dang hé sé géc-diém cia phuong trinh, va chung ta 
sé lién tuc dting no: 
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A ‘ 
tiep tuyen: 


beak we dy 
686 g6c m= — a 
ne 86 gée m = khoang cach 






duGng ray 
y=? +4 







ye _ phap tuyén: 





é 1 
hé so goc — — 
m 

hé so géc 2a’ Ca eae xv 
-¢ toc do cia ban 1a V 








- thoi gian 
(0,0) a 4 T 


HinH 2.3.2. Tiép tuyén y— yo = m(x— 29). Phap tuyén y— yo = 
1 5 Bie oy topes ncn ae 

——(x— 420). Ching ta chuyén tit bai todn tau luon siéu toc trong 
m 

Vi du (2.3.3) sang bai toén xe hoi trong Vi du. 


y—3 _ khoang cach theo phuong dting 


y — 3 = 2(a — 1) hay = hé so géc 2. 





z—1  khoang cach theo phugng ngang 


Vi DU 2.3.2. Dudng cong y = «? — 2 di qua y = 6 khi x = 2. Tai diém do, 
dy/dx = 3x* = 12. Phuong trinh hé sé goc-diém cua tiép tuyén ding 2 va 6 va 12: 


y—6 = 12(a — 2), ma citing la y = 12a — 18. 


Con cé mot duéng thang quan trong khac ma ching ta can quan tam. Duéng 
thang vudng géc véi tiép tuyén va vudng géc véi dudng cong. Day lA phaép tuyén 
trong inh 3.9 Dac tinh mdi cia dudng thang nay 1A hé sé géc cua no. Khi tiép 
tuyén cé hé 86 géc m, phap tuyén c6 hé s6 gé6c —1/m (Quy tac: Tich ctia hai hé sé 
goc cia hai duéng thang vudng goc véi nhau bang —1). Vi dy [2.3.2] c6 hé s6 gdc 
m = 12, nén phap tuyén c6 hé s6 gdc m = —1/2: 


P Z F 1 
tiép tuyén: y — 6 = 12(a — 2) phap tuyén: y-—6 = —5(% — 2). 


Cac tia di theo huéng phap tuyén. Cac dam chay buf] cing nhu vay—ching di 
chuyén vudng g6c véi mép lita. Hay ding dang hé so géc-diém! Tiép tuyén 1a 
y = 122 — 18, nhung phap tuyén khong phai la y = Ta? - 18. 

Vi pu 2.3.3. Ban dang ngéi trén mot chiéc tau ludn siéu téc ma chay theo 
dudng ray y = 2? + 4. Ban thay mot ngudi ban dang diing tai (0,0) va mudn dén 
d6 mot nhanh chong. Chon vi tri dé ban buéc ra kh6i chiéc tau lion va bay thang 
vé vi tri cla ngudi dof] 


Lor GIAI. Dudng bay cia ban sé 1a tiép tuyén (tai tc do cao). Van dé 1a chon 
x =a sao cho duéng tiép tuyén di qua (0,0). Khi ban buéc ra tai x = a, 


Nd: Dam chay bui 1A mot dam chay trong khu vuc c6 nhiéu bui cay, hoac bui ram, khac véi dam 
chay trong ritng cay, hoac rttng ram dugc goi la dam chay rting. 
8Nd: Ding thit diéu nay triv khi ban 1A mot siéu nhan va cé thé bay. 
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tung do lA y = a? + 4 va hé sé goc 1A 2a 


phuong trinh cia tiép tuyén la y — (a? + 4) = 2a(ax — a) 





dudng thang nay di qua (0,0) néu — (a? + 4) = —2a? hay a = +2. 


Nhiing ngudi diéu khién tau vi tru va nhitng cau thi ném bong trong mén béng 
chay citing phai giai quyét bai todn tuong tu. Viéc ném mét qua bong vao ding thdi 
diém dé tring mét muc tiéu cdch do 60 feet 1A m6t man thé hién dang kinh ngac 
cua giai tich. Nhting ai choi vi tri trung phong trong bong chay ma cé6 mét muc 
tiéu di chuyén nén doc Chuong [4] vé céc ty 1é tuong déi. 


Duéi day 1A mét vi du thuc té hon vi du vé tau lugn siéu téc 6 trén. Viéc dting 
dén dé lam lang phi nhién liéu. Nguéi ta gidm téc do tit xa, va sau d6 tang téc. 
Khi c6 m6t chiéc xe hoi dang dttng ddi den d6 phia trudc xe hoi cia ban, ban phai 
ding dén giai tich dé tién liéu thdi gian dé khong dam vao chiéc xe phia truéc: 


Vi DY 2.3.4. Ban phai di cham bao nhiéu théi gian khi cach dén do 72 meters? 
Trong 4 giay, n6 sé xanh. Chiéc xe hoi dttng dgi dén dé sé gia téc tai 3 meters/ giay . 
Ban khong thé vudt qua chiéc xe hoi phia trudc. 


CHIEN THUAT. Ban ngay lap tttc giam téc do xudng téc do V, téc do vita di 
dé ban bat kip chiéc xe dgi dén dé phia trudéc. (Néu ban dai rdi lic sau mdi phanh, 
téc do cia ban sé thap hon V.) Tai thoi diém T bat kip chiéc xe kia, cd hai chiéc 
xe déu c6 cing téc do va cing vi tri. Di hai diéu kién, nén cdc ham quang dudng 
trong Hinh|2.3.21 1a tiép tuyén vdi nhau. 


Lor GIAr. Tai théi diém T, téc do cha chiéc xe kia 1a 3(T — 4). Diéu nay cho 
thay viéc tré 4 giay. Cac téc do bang nhau khi 3(T — 4) = V hay T = 5V +4. Bay 
gid ching ta can quang dudng bang nhau. Quang dudng cia ban lA VT. Quang 
dudng cua chiéc xe kia 1a 72 + aot: 


1 1 1 1 
Qa: 3(T — 4)? =VT tré thanh 72 + ot ave = vy +4). 
Dap an la V = 12 meters/giay. Day la 43 km/hr hay 27 dim trén mdi gid. 

Néu khéng c6 chiéc xe phia truéc ban, ban chi can giam téc dé xuéng V = 
72/4 = 18 meters/giay. Khi dén tin hiéu giao thong chuyén sang mau xanh, ban 
vuot qua dén tin hiéu giao thong tai 65km/hr hay 40 dim trén méi gid. Hay thi 
di! 


CAT TUYEN NOI HAI DIEM TREN MOT DUONG CONG 


Thay vi tiép tuyén qua mot diém, ching ta hay xét cdt tuyén qua hai diém. Déi 
vi tiép tuyén, hai diém nay tring nhau. Bay gid ching ta tach ching ra xa. Dang 
hé s6 g6c-diém cia mot phuong trinh tuyén tinh dugc thay béi dang hai diém. 

Phuong trinh cia duéng cong van la y = f(z). Diém dau tién van nam tai 
x =a,y = f(a). Diém con lai lA tai x = c,y = f(c). Dung cat tuyén di qua hai 
diém do, va ching ta mu6n biét phuong trinh cia no. Liu nay, ching ta khong bit 
dau vdi hé s6 g6c—nhung rat dé tim thay m. 
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Vi DU 2.3.5. Duong cong y = 2? — 2 di qua 2 = 3,y = 6. No cing di qua 
x = 3,y = 25. Hé sé goc cia dudng thang di qua hai diém do 1a: 


__ khoang cach theo phuong dttng = 25-6 _ 19 





m= = 
khoang cach theo phudng ngang 3-2 


Dang hé sé géc-diém (tai diém thit nhat) IA y — 6 = 19(x — 2). Dudng thang nay 
tu dong di qua diém thit hai (3,25). Kiém tra: 25 — 6 bang 19(3 — 2). Cat tuyén c6 
hé s6 goc dung 19 dé di qua diém thit hai. No lA hé s6 géc trung binh Ay/Acz. 


NHIN VE TUONG LAI. Diém tht hai tién vé diém thit nhat. Hé sé géc cat tuyén 
Ay/Az tién vé hé sé géc tiép tuyén dy/dx. Ching ta khdém pha ra dao ham (theo 
thuat ngtt gidi han). Vao lic nay, day ding 1a diém then chét—nhung khong phai 
khi nao citing vay. 

Chang bao lau ntta ban sé nhanh chong quen thuéc cac dao ham. Ban sé cam 
thay lam viéc véi chinh dy/dx dé chiu hon véi Ay/Az. Tinh huéng nay sé dude 
thay ngay khi ban biét rang x° c6 hé sé géc 92°. Gan x = 1,khaongr cach theo 
phuong ding gdp 9 lan khoang cach theo phuong ngang. Dé tim Ay = 1.0019 — 1, 
ching ta chi can nhan Az = .001 bdi 9. XAp xi nhanh dua ra két qua lA .009, may 
tinh cam tay dua ra Ay = .009036. Viéc tinh theo du@ng tiép tuyén dé hon viéc 
tinh theo dudng cong. 


Tré lai vdi cat tuyén, va thay déi cdc chit s6 thanh cdc chit cai. Dudng thang 
nao néi hai diém x = a,y = f(a) véi x =c,y = f(c)? Mot nha toan hoc luén viét 
ra cong thitc truéc khi thé cdc con s6 vao, va ludn viét ra lap luan trudc khi thiét 
lap cdc cong thitc trudc, va luén phac thao cdc ¥ tudng trudc khi viét ra lap luan: 

fipiieeb dela = khoang cach theo phuong ding _ f(o) — f(a) 

khoang cach theo phuong ngang c—a 
(2) Tung do la y = f(a) taix =a 
(3) Tung do la y = f(c) tai  =c (tu dong c6 dude vdi hé sé géc dting). 





PHAT BIEU 2.3.2. Dang hai-diém ding hé sé géc cia dudng thang qua hai 
diém: 


fo) = F(a) 


C—a 





(2.3.3) cat tuyén: y — f(a) = ( \(a— a), 

Tai « =a, vé phai bang khong. Vay y = f(a) bén vé trai. Tai x = c, vé phai cé hai 
thita sé 2 —c. Ching triét tiéu va dé lai y = f(c). Voi phuong trinh (2.3.2) déi voi 
tiép tuyén va phuong trinh (2.3.3) déi voi cét tuyén, ching ta d& sin sang dé biét 
dugc sy that. 


CAT TUYEN TIEN TOI TIEP TUYEN 


Sau day lA nhitng diéu kha co ban. Ching tuong tu vdi nhifng gi ching ta da lam 
véi cAc van toc: 





Z Aquang dud t+ At) — f(t 
van toc trung binh = = - es Ce bel ) 
Athoi gian At 
Gidi han 1a df /dt. Ching ta thuc hién hoan toan tuong tu vdi céc hé s6 géc. Cat 
tuyén tré thanh tiép tuyén khi c tién tdi a: 
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Af _ flo) = fla) 


hé s6 géc ctia ct tuyén: = 





Ax c-—a 
P P Z d, A 
hé s6 géc cua tiép tuyén: af = gidi han cua Ay 
dx Ag 


Day chinh la ¥ tudng co sé cua cua gidi tich vi phan! Ban phai tuéng tuong ra 
nhiéu cat tuyén hon sé cat tuyét dude tdi vé trong Hinh|2.3.3| khi c dén gan a. Ai 
cing xem c— a nhu Az. Liéu ban cé xem f(c) — f(a) nhu f(a + Aw) — f(x) hay 
khong? No dung 1a Af, sé gia trong tung do. Tat ca cdc dudng thang déu di qua 
x=a,y = f(a). Gidi han cia ching la tiép tuyén. 


cat tuyén 
cat tuyén 


cat tuyén cat tuyén y— f(a) = ofa) 


tiép tuyén y— f(a) = f’(a)(u— a) 





HinH 2.3.3. Cac cat tuyén tién tdi tiép tuyén khi cdc hé sé 
Af /Azx cia ching tién tdi df /dz. 


Mot cach truc quan, gidi han kha lA r6. Hai diém tién tdi vi nhau, va tiép 
tuyén tiép xtc vdi dudng cong tai mot diém. (N6 c6 thé tiép xtc véi dudng cong tai 
mot diém rat xa khac). Vé mat todn hoc, gidi han nay c6 thé kh6—no dua ching 
ta tit dai s6 sang giai tich. Dai s6 c6 tranh dang 0/0, nhung giai tfch lai cang mudn 
xap vao dang nay. 

Gidi han mdi déi véi df /dx trong cé vé khac, nhung thuc chat ciing giéng nhu 
trudc: 

(2.3.4) f'(a) = lim flo) = fla) 
ca e— a 

Vi DU 2.3.6. Tim cat tuyén va tiép tuyén déi véi y = f(x) = sinz tai x =0. 
Diém bat dau lA x = 0,y = sin0 = 0. Day chinh 1a géc toa do (0,0). TY sé gitta 
khoang cach theo phuong ditng va khoang cach theo phuong ngang 1a (sinc)/c : 


P sinc . 2 
phuong trinh cat tuyén y = ——2x phuong trinh tiép tuyén y = 1a. 
c 


Khi c tién tdi 0, c&t tuyén tré thanh tiép tuyén. Gidi han cua (sinc) /c khong phai 
1a 0/0, dang v6 nghia, ma bang 1, chinh 1a df/dzx tai x = 0. 


Vi DU 2.3.7. Luogng vang ban sé httu sé co gia tri Vt triéu dollars trong t nam. 
Hoi thai diém téc do tang ty gid gidm xudng con 10% gia tri hién hanh, day 1A thdi 
diém ban nén ban vang vA mua trai phiéu? Tai t = 25, gia tri trai phiéu cia ban 
nhiéu hon nhu thé nao so véi Vt = 5? 
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LOI GIAI. Téc dé tang ty gié 1A dao ham cha Vt, ma bing 1/2Vt. Nghia 1a 
10% ca gid tri hién hanh Vt khi Vt = V£/10. Vi vay 2t = 10 hay ¢t = 5. Tai thdi 
diém do ban ban vang, rdi khdi dudng cong, va di theo tiép tuyén: 


5 
y- V5 = Ys) tré thanh y — V5 = 2V5 tai t = 25. 


V6i lai suat khong déi trén trai phiéu, chit khong phai lai suat kép, ban dat dude 
y = 3V5 = 6.7 triéu dollars. Vang chi cé gia tri 5 triéu dollars. 


BAI TAP 2.3 


Cac cau héi dién tiv vao ché tréng 


Mot duéng thang dudc xc dinh béi a 
diém, hoic mét diém va _b__. Hé 86 géc 
cua tiép tuyén bang hé sé goc cla __c 
Dang diém-hé sé géc ctia phuong trinh tiép 
tuyén la y— f(a) =__d 


Tiép tuyén cla y = 2? +2 taiz = 1 
cé hé sé géc _e_. Phuong trinh cia nd 
laf .N6 c&t truc y tai__g vA truc x 
tai__h _. Dudng phap tuyén tai diém (1, 2) 
nay cé hé sé goc _i_. Phuong trinh cia 
nolAy—2=  j_. Cat tuyén tir (1,2) tdi 
(2,_k__) c6 hé s6 géc _1_. Phuong trinh 


cuando lay-2=_m 


Diém (c, f(c)) nam trén dudng thang 
y — f(a) =m(a2—a) néum=_n_. Khic 
tién tdi a, hé s6 goc m tién tdi __o . Cat 
tuyén tién té6i__p_. 

2.3.1. (a) Tim hé sé goéc cia y = 12/2. 

(b) Tim phuong trinh cia tiép tuyén 

2,6). 

(c) Tim phuong trinh cia phap tuyén 
tai (2,6). 

(d) Tim phuong trinh ctia c4t tuyén qua 

) 

2.3.2. Déi voi y = 2? 4+ 2, tim cdc 
phuong trinh déi vdi 

(a) tiép tuyén va phap tuyén tai (1, 2); 

(b) cat tuyén quax =1+h,y = 
(++ a)? + (+b). 

2.3.3. Mot dudng thang di qua (1, —1) 
va (4,8). Viét phuong trinh cia n6 duéi 
dang diém-hé sé goc. Sau do viét no dudi 
dang y=ma+o0. 


2.3.4. Tiép tuyén cha y = x? + 62 tai 
géoc toa do lA y = . Liéu no c6 cat 
duéng cong mot lan nita hay khong? 


2.3.5. Tiép tuyén cia y = 2? —32? +2 
tai géc toa dé la y = . No cing 1A 
cét tuyén di qua diém 


2.3.6. Tim tiép tuyén cha « = y” tai 
a=4,y=2. 


2.3.7. Déi voi y = x” cAt tuyén tit 
(a,a”) tdi (c,c”) c6 phuong trinh : 
Thuc hién phép chia bdi c— a dé tim tiép 
tuyén khi c tién tdi a. 


2.3.8. Xay dung m6t ham sé co cing 
hé s6 géc tai = 1 va x = 2. Sau do tim hai 
diém ma tai dé y = x* — 22” c6 cing tiép 
tuyén (vé dé thi). 

2.3.9. Tim mét dudng cong ma tiép 
xtc v6i y = 2a — 3 tai x = 5. Tim phap 
tuyén cla duéng cong do tai (5,7). 


2.3.10. Déi véi y = 1/z, cAt tuyén 
tir (a,1/a) téi (c,1/c) c6 phuong trinh 
. Don gian hé sé géc cia no va tim 
gidi han khi c tién téi a. 
2.3.11. Héi phuong trinh tiép tuyén va 
phap tuyén cia y = sina tai x = 1/2? 


2.3.12. Néu c va a cing tién tdi mot 
gid tri c = b nam gitta ching , khi do hé sé 
goc cat tuyén (f(c) — f(a))/(c — a) tién tdi 


£319 “Te a= 
y = 1/2, tinh 
(a) phuong trinh cua tiép tuyén 
(b) cdc diém ma tai do tiép tuyén cat 
cac truc toa do. 


a trén do thi cta 
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Tam gidc nam gitta tiép tuyén vA cAc truc 
toa d6 ludn cé dién tich 

2.3.14. Gia stt g(a) = f(x) 
tuyén cia f vag taiz = 41a ; 
Dung hay sai: Khoang cach gitta cac duéng 
thang do bang 7. 


+7. Tiép 


2.3.15. Chon ¢ dé y = 4x tiép xiic voi 
y= x” +c. Khép cdc do cao cting nhu cac 
hé sé goéc. 

2.3.16. Chon c dé y = 5a —7 tiép xtc 

ee 2 
vVOly =X + C2. 

2.3.17. Déi voi y = 2° + 42? — 32 +1, 
tim tat ca cdc diém ma tai do tiép tuyén 
nam ngang. 

2.3.18. y = 4a khong thé tiép xiic voi 
y = cx’. Hay thtt khdp cdc tung do va hé sé 
goc, hoac vé cac dudng cong. 

2.3.19. XAc dinh c dé dugng thang néi 
(0,3) va (5,—2) tiép xtc vdi dugng cong 
y =c/(@ +1). 

2.3.20. Chon b,c,d dé hai parabola 
y=ut+brt+cevay = dr—2’ tig xtc 
vdi nhau taiv = 1, y=0. 


2.3.21. D6 thi cia f(x) = 2° di qua 
(1, 1). 

(a) Mot diém khaéc IA x =c =1+h, 
a ——r 

b) S6 gia trong f la Af = 


c) Hé s6 géc cua cat tuyén lA m = 
(d) Khi h tién tdi khong, m tién tdi 


2.3.22. Xay dung mét ham sé y = f(x) 
ma co tiép tuyén tai x = 1 tring véi cat 
tuyén ma giao dudng cong mot lan nifa tai 
x= 3. 


2.3.23. Vé hai dudng cong cong ra xa 
nhau. Danh dau cdc diém P va Q noi ma 
hai duéng cong gan nhau nhat. Tai cac diém 
do, cAc tiép tuyén 1A va cac phap 
tuyén 1a 

2.3.24 (*). Néu cdc parabola y = 
e+1vay = «—2” d& gan nhau nhat 
tai (a,a” +1) va (c,c — c’), thiét lap hai 
phuong trinh déi vdi a va c. 

2.3.25. Mét tia sang chiéu xudng 
dudng thang « = a. N6 cham guong phan 
xa hinh parabola y = x” tai P = (a,a’). 


(a) Tim tiép tuyén tai P. Xac dinh vi 
tri diém Q noi ma tiép tuyén do c&t truc y. 

(b) Kiém tra rang P va Q c6 cing 
2D 

(c) Ching té rit (b) rang duéng thang 
c6 hinh c6 cdc géc bang nhau. 

(d) Dinh luat nao ctia vat ly lam cho 
mdi tia sing phan xa khdi parabola dé téi 
tiéu diém F? 


khoang cach dén tiéu diém F = (0, 


tia theo phutong ding 








2.3.26. Déi vdi m6t guong phan xa 
kém chat lugng y = 2/x, mét tia sang chiéu 
xudng mot dudng thang dic biét x = a, bi 
phan xa theo phuong ngang. Tim a? 


2.3.27. Déi véi parabola 4py = x”, hé 
s6 géc bang 1 tai dau? Tai diém do mét 
tia sng chiéu xuéng theo phuong diing sé 
bi phan xa theo phugng ngang. Vi thé tiéu 
diém nim tai (0, ). 


2.3.28. Tai sao cdc khang dinh sau 1A 
sai? Stta lai cho ding. 
(a) Néu y = 2a 1a tiép tuyén tai (1,2), 


khi d6 y = -5e la phap tuyén. 
(b) Khi c¢ tién tdi a, hé s6 géc cat 


tuyén (f(c) — f(a))/(c— a) tién tdi (f(a) — 
f(a))/(a— a). 

(c) Dung thang qua (2, 3) vdi hé sé géc 
4 la y—2=4(a — 3). 


2.3.29. Mot qua bong di quanh mot 
duséng tron: « = cost, y = sint. Tait = 
37/4, qua bong bay khdi duéng tron theo 
phuong tiép tuyén. Tim phuong trinh cia 
tiép tuyén do va diém tai dé qua bong cham 
dat (y = 0). 


2.3.30. Néu tiép tuyén cia y = f(x) 
tai x = a tring védi tiép tuyén cla y = g(x) 
tai x = b, tim hai phuong trinh ma phai 
dudc thoa man bdi a va b. 


2.3.31. Vé mét dudng tron cé ban kinh 

1 nam yén trong parabola y = x”. Tai diém 
tiép xtic (a, a”), phuong trinh phap tuyén la 
. Phap tuyén do dé c6 x = 0 khi 
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y= . Khoang cach tdi (a, a”) bing 
ban kinh 1 khi a = . Diéu nay xAc 
dinh vi tri diém tiép xtc. 


2.3.32. Thuc hién theo Bai tap|2.3.31 
déi vdi parabola y = so phang hon va giai 
thich dudng tron nim yén tai dau. 

2.3.33. Ban dang nop don xin mot 
hoc béng $1000 va thdi gian cla ban dang 
gid $10 mot gid. Néu co héi thanh céng 1a 
1— (1/2) tit x gid viét don dé nop, khi nao 
ban nén ding viét don? 

2.3.34. Gia str |f(c) — f(a)| < |c- a 
déi véi méi cap diém a va b. Chitng minh 
rang |df/dz| < 1. 





2.3.35. Tit diém x = a nao, tiép tuyén 
cia y = 1/x c&t truc x tai x = 3? 

2.3.36. Néu u(x)/v(2) = 
u (a) /v' (x). Tim (u(x)/v(a))’. 

2.3.37. Tim f(c) = 1.001'° theo hai 
cach—bang may tinh cam tay va bang 
f(c) — f(a) & f'(a)(e— a). Chon a = 1 va 
f(a) =a" 

2.3.38. Tai mot khoang cach Ax tiv 
x = 1, dudng cong y = 1/z nam cach phia 
trén tiép tuyén cia no bao xa? 

2.3.39. Tai mot khoang cach Ax tiv 
x = 2, dudng cong y = x° nim cach phia 
trén tiép tuyén cia no bao xa? 

2.3.40. Dua trén Bai tap |2.3.38] hoac 
2.3.39} khoang cach giita dudng cong va tiép 


7, tim 


tuyén gan nhu tang theo lay thita (Az)? 
nao? 


=27"-1 


2.3.41. Tiép tuyén cia f(z) 
tai vo = 2 cat truc x tai a1 = : 
Tiép tuyén tai 21 ct truc x tai v2 = 

. Vé duéng cong va hai dudng 
thang, day 1A khéi dau cia phuong phap ciia 
Newton dé giai f(x) = 0 


2.3.42. (Cau dé) Phuong trinh y = 
ma +b can hai con sé, dang diém-hé sé géc 
y — f(a) = f'(a)(a — a) can ba con sé, va 
dang hai-diém can bén con sé: a, f(a), ¢, 
f(c). Sao c6 thé nhu vay dude nhi? 


2.3.43. Tim thoi diém T tai diém tiép 
xtic trong Vi du 4, khi ban bat kip chiéc xe 
6 phia truéc. 


2.3.44. Néu chiéc xe diing chd chi 
gia téc tai 2m/sec”, ban phai gidm téc do 
xudng téc dé V nao? 


2.3.45. Mot tén trom cach 40 mét chay 
vé phia ban tai téc d6 8 mét trén gidy. Ban 
phai c6 gia téc nhd nhat 1A bao nhiéu dé 
v = at gitp ban chay trudéc tén tr6m? 

2.3.46. V6i 8 mét dé chay trong mét 
cudéc chay tiép sttc, ban phai chay that cham 

1 Z 
lai (f = —8+6t— 5): Negu@di chay tiép theo 
phai bat dau chay tai t6c do thé nao (chon 
v trong f = vt) dé ban vita di thdi gian 
chuyén gay? 


2.4. Dao ham cua Sine va Cosine 


Muc nay thuc hién hai viéc. Mot 1a tinh dao ham cua sin va cosa. Viéc con lai la 
giai thich tai sao c4c ham s6 nay lai rat quan trong. Ching mo ta dao déng, ma 
sé dude biéu dién bang 1éi va bang cAc phugng trinh. Ban sé bat gap mot “phuong 
trinh vi phan.” No chita dao ham cia mét ham y(x) chua dugc biét. 

Phuong trinh vi phan sé n6i rang dao ham cap hai—dao ham cua dao 
ham—bing véi sé déi cha y. Vé mat ky hiéu, diéu nay 1a y” = —y. Quang dudng 
theo mét huéng kéo theo gia téc theo hudéng khac. Diéu nay lam cho y, va y’, va y” 
déu dao dong. Cac nghiém cho y’” = —y IA sina vA cosa va tat cd cdc td hdp cua 
ching. 

Ching ta bat dau védi hé sé géc. Dao ham cua y = sinz 1a y! = cosa. Khong 
c6 ly do gi dé xem nhitng diéu nay 1A huyén bi, nhung t6i van thay ching that dep. 
Chugng|1|m6 ta mot qua bong di chuyén quanh mot duéng trdn; cdi bong cia cha 
no di lén va di xudng. Tung do cia no 1a sint va van téc cia né 1a cost. 
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Ching ta bay gid thay ring dao ham theo phuong phdp tiéu chuan cia gidi 
han, khi y(a) = sina la: 
dy 


segs , Ay, sin(z +h) —sing 
(2.4.1) de 7 han cua a im 7 








Viéc lay dao ham véi véi sine 1A khé hon viéc lay dao ham véi x? hay «°. Khi dé 
ching ta c6 (2 + h)? hoac (a + h)?, cn bay gid ching ta lai c6 sin(x + h). Biéu 
thitc nay doi hoi mot trong nhting “cong thtic c6ng” co ban ttt ludng gidc, di 6n tap 
trong Muc}1.5 


(2.4.2) sin(x + h) = sinzcosh+ cosasinh 





(2.4.3) cos(a + h) = cosa cosh — sinax sinh. 


Phuong trinh dat Ay = sin(a + h) — sinx vao mot dang mdi: 

(2.4.4) a = mre th resesnn sinc sin e(S4— *) — (et), 
Ty s6 tach thanh tong cia hai sé hang. Dai s6 va lugng gidc da dua ching ta di 
dén dude buéc nay, va bay gid dén phién van dé cua giai tich. Diéu gi xdy ra khi 
h + 0? Van dé khong con don gian 1a chi viéc chia bdi h nifa réi. (Toi tham chi con 
khong dam nghi dén viéc viét (sinh)/h = sin.). C6 hai gidi han quan trong—gidi 
han thit nhat bing 0 va gidi han tht hai bang 1: 








cosh —1 sinh 
2.4. lim ———— = 0 va lim —— = 1. 
igi a 
Neudi doc nao can than cing déu sé nhan thay rang caéc gidi han nay chua dude 
xAc dinh! Ban ciing dé ¥ thay rang cdc gidi han nay dudc tinh riéng biét, trudc khi 
dude két vao trong phugng trinh (2.4.4). Tuy nhién, ching ta ct theo nguyén ly ¥ 
tudng trudc, thuc hién sau. Viéc gidi han cua (2.4.4) duoc suy ra ttt hai gidi han 


trong (2.4.5) la hoan toan dung: 


d : 
(2.4.6) i, = sin x(gidi han thit nht) + cos x(gidi han thtt hai) = 0 + cos. 
Ho 


Hé 86 géc cat tuyén Ay/Azx tién tdi hé sé géc cat tuyén dy/dz. 
PHAT BIEU 2.4.1. Dao ham cia y = sinz 1a dy/dx = cos. 


Ching ta khong thé cit thé ma bd qua bude quan 
trong—hai gidi han trong (2.4.5). Ching chita nhting y 1.00001 
tudng thuc té dic biét quan trong. Ca hai ty s6 déu 995 
tré thanh 0/0 néu chiing ta cit dé vay ma thé Sea on 
h = 0. Nhé rang cosine cia khong bang 1 va sine cla 
khong bang 0. Hinh|2.4.1h cho thay mot géc nhé h (gan 
véi khong nhat ching ta c6 thé vé). Canh déi c6 chiéu 
dai sinh gan véi khong, canh ké c6 chiéu dai cosh gan 
v6i 1. Hinh[2.4.1p cho thay céch ty sé cia sinh véi h 
(ca hai déu tién tdi khong) dua ra hé s6 géc cia dudng 
sine tai géc. 

Khi hai ham sé tién tdi khong, ching ta khong chic 
ty sé cua ching sé nhan gia tri nao. Ching ta c6 thé co: Hinu 2.4.1 


a] psinh 





-100-++ 
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h? h Vh 
a hoac — 1 hoac — 5 
gt ogc 7 oac h > co 


Ching ta khong nhan thay dugc manh mdi gi tit 0/0. Diéu quan trong 1a tt 86 hay 
mau sé tién tdi khong nhanh hon. Noi nom na 1a ching to mudn ching td rang 
(cosh — 1)/h 14 giéng nhu h?/h va (sinh)/h 1a gidng nhu h/h. 

HET GIO. Dé thi cua sin x 1A trong Hinh (mau den). D6 thi cia sin(a+Az) 
nam ngay bén canh n6é (mau dd). Hiéu tung do la Af khi khoang cach theo phuong 
ngang 1a Az. 


Af _ sin(v +h) —sing 
h 








Hinu 2.4.2. sin(x7 +h) vi h = 10° = 7/18 radians. Af/Azx gan 
vdi cos x. 


Bay gid chia bdi con 86 nhé do Az (hay h) . Hinh thit hai cho thay Af /Az. 
No gan véi cosx. (Nhin cach n6 bat dau—no khong khong han 1a 1A cosa). Toan 
hoc sé chittng minh rang gidi han ding 14 cos x, khi Ax — 0. That td mo 1a lap luan 
chi tap trung vao mét diém (x = 0). Hé sé goc tai diém do 1A cos0 = 1. 

Ching ta bay gid chttng minh diéu nay: sin(Ax)/Az tién tdi 1. Duong sine bat 
dau véi hé sé géc 1. Bang cong thitc cong déi véi sin(a +h), cau tra 1éi tai mot 
diém nay lai kéo theo hé s6 géc cos tai tat cA cdc diém. 


CAu HOI. Tai sao do thi cia f(x +h) tinh tién sang bén trai f(x) khi Ax > 0? 


CAU TRA LOI. Khi x = 0, dé thi dugc tinh tién da cho thay f(A). Trong Hinh 
2.4.2h, dd thi mau dé dugc tinh tién sang bén trai dé thi den. Dé thi mau dé cho 
thay sinh khi dé thi den cho thaysin 0. 


GIGI HAN CUA (sinh)/h LA 1 


Co nhiéu cach dé tim gidi han nay. Cach tiép can tric tiép 1A dtmg mdt may tinh 
dé vé dé thi. inh .43h rat thuyét phuc. Ham sé (sinh)/h tién toi 1 tai diém 
then chét h = 0. Ham sé (tanh)/h cing nhu vay. Trong thuc té, méi nguy hiém 
duy nhat déi vdi cach nay do 14 ban cé thé nhan dudc mot thong bao nhu “ham 
khong dude xAc dinh” va khong c6 dé thi. (Chiéc may c6 thé ti chéi chia bdi 0 tai 
h = 0. C6 thé ban c6 cach vuct qua tré ngai nay.) Do tam quan trong cua gidi han 
nay, nén tdi muén dua ra mét chitng minh toén hoc vé viéc n6 bang 1. 
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tanh 


sinh 








— 1/2 h=0 m/2 


HINH 2.4.3. (sinh)/h bi kep gitta cosx va 1; (tanh)/h gidm téi 
1 


Hinh [2.4.3p, vé mat dé thi, chi ra rang sinh nam phia dudi h. (DO thi dau tién 
cting cho thay diéu d6; sinh/h nim phia dudi 1). Ching ta citing thay ring tanh 
nam phia trén h. Nhoé rang tangent lA ty s6 cla sine vdi cosine. Viéc chia bdi cosine 
la di dé day tangent lén nim phia trén h. Cac bat dang thitc quan trong (sé dude 
chitng minh khi h 1a nho va duong) 1a 


(2.4.7) sinh <hva tanh > h. 


Vi tanh = (sinh)/(cosh), nén nhitng bat dang thitc nay 1A tudng duong véi: 


inh inh 
= <1 va = > cosh. 


Diéu gi xdy ra khi h tién tdi 0? Ty sé (sinh)/h bi kep gitta cosh va h. Nhung 
cosh lai tién tdi 1! Viéc kep khi h > 0 kéo theo mét kha ning duy nhat cho 
(sinh)/h, ma bi kep 6 gitta. 

Hinh 2.4.3] cho thay trd “kep ham” dé. Néu hai ham s6 tién toi cing mét 
gidi han, bat kj ham s6 nao bi kep giita cting c6 citing gidi han do. Dieu 
nay dudc chting minh 6 phan cudi cia Muc 

D6i véi cc gia tri 4m cia h, mA hoan toan dudc cho phép, két qua cing tucng 
tu. Vé phia bén rai cua khong, h doi dau va sinx ddi dau. Ty sé sinh/h 1A khong 
doi. (Sine 1A mot ham 1é: sin(—h) = —sinh.) Ty s6 1a mot ham chan, d6éi xing qua 
khong va tién tdi 1 tt hai phia. 

Ching minh phu thudc vao sinh < h < tanh, ma dudc thé hién béi dé thi 
nhung khong dugc giai thich. Ching ta quay lai véi cac tam gidc vu6ng. 

Hinh B-4h cho thay tai sao sinh < h. Dudng thang PQ c6 chiéu dai 2sinh. 
Cung tron phai dai hon, béi dudng di ng&n nhat qua hai diém 14 mot doan thang) 
Cung PQ cé chiéu dai 2h. (Quan trong: Khi ban kinh la 1, chiéu dai cung bang dé 
lén géc. MOt cung hoan chinh 1a 27 va mét géc hoan chinh 1a 27.) Khodng céch 





(2.4.8) 


°Néu ching ta cé géng chttng minh diéu nay, chting ta sé mat cA dém. Hay chdp nhan né 1a ding. 
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P 
\ sin h 

h 

R 
sinh 
h eet pened . 7,1 
dién tich=h < dién tich= tanh 

Q 2 2 


Hinu 2.4.4. Dudng thang ngan hon cung tron: 2sinh < h. Cac 
dién tich dua ra h < tanh. 


duodc do theo dudng thang 2sinh la nhé hon khodng céch duoc do theo 
cung tron 2h, nén sinh < h. 
Hinh|2.4.4p cho thay tai sao h < tanh. Llan nay ching ta lai nhin vao cac dién 


1 R 1 
tich. Dién tich hinh tam gidc la oe (day) - (chiéu cao) = 9 (1) (tan h). Bén trong 


hinh tam gidc la hinh quat dugc t6 dam cta hinh tron. Dién tich cha né la h/27 

lan dién tich cua toan b6 hinh tron (bdi vi géc cla hinh quat d6 citing cé cing ty sé 

nhu vay véi géc cua toan bo hinh tron). Hinh tron cé dién tich mr? = 7, nén phép 

nhan béi h/27 dua ra h/2 doi vdi dién dich cia hinh quat d6. So sAnh véi hinh tam 
1 

gidc quanh né, 5 (tan h)> 5" 

Cac bat dang thic sinh < h < tanh bay gid da dude ching minh. Viéc kep 


trong phuong trinh sinh ra (sinh)/h > 1. Q.E.D. Bai toan |2.4.13} cho thay 


cach chttng minh sinh < h ttt céc dién tich. 


Luu Y. Tat cd cdc gé6c x va h déu dudc do theo radians. Khi do theo dé, cos x 
khéng con la dao ham ctia sinx. Mot d6 nhé hon mét radian rat nhiéu, va dy/dx 
bi triét tiéu bdi thita s6 27/360. 


GIGI HAN CUA (cosh —1)/h LA 0 


Gidi han thtt hai nay khac vdi gidi han vita rdi. Ching ta sé chting to rang 1 — cosh 
tién téi khong nhanh hon h. Cac cosine dugc lién hé véi cdc sine béi sin? 2+cos? x = 
1. Ching ta bat dau tit diéu da biét sinh < h va dua n6 qua dang cé lién quan dén 
cac cosine: 





(2.4.9) (1 — cosh)(1 + cosh) = 1— cos*h = sin*h < h?. 
Luu ¥ rang moi thtt déu dugng. Chia bat dang thite trén béi h(1 + cosh): 
1—cosh h 
2.4.1 ; 
( e a. h = 1+cosh 


Ty sd cia ching ta nam 4 gitta. Vé phdi tién tdi 0 bdi vi h > 0. Day 1A mot trudng 
hep “kep” khac—khong tranh di dau dugc. Ty sé cia ching ta tién tdi khong. 

Déi vdi cosh — 1 hoac déi véi h am, cdc dau c6 thé thay doi nhung trit khong 
van 1a khong. Diéu nay khang dinh phugng trinh (2.4.6). Hé s6 géc cua sina 1A 
cos x. 
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“ , 1 ; 

GHI CHU. Phuong trinh (2.4.10) cting chttng t6 rang 1 — cosh xap xi gl So 

2 dugc sinh ra tit 1+ cosh. Day IA muc dich co ban cha giai tich—dé tim ra cac 
, 1 F . . . 

xap xi don gian nhu 5h. Mot “tiép tuyén parabole” 1 — ua la nam gan v6i dinh 


cua duGng cosine. 


DAO HAM CUA COSINE 


Viéc tim dao ham ciia cosine sé dé dang thoi. Cach nhanh nhat dé lay dao ham 
cos x la tinh tién dudng sine béi mét ludng 7/2. Viéc nay sé sinh ra dudng cosine 
(dudng nét lién trong Hinh (2.4.5)b). Dao ham ciing dugc tinh tién béi mdt lugng 
m/2 (dudng nét cham). Dao ham cia cosx la —sinz . 

Luu ¥ dudng nét cham (hé s6 géc) di phia dudi truc hoanh khi dudng nét lién 
chuyén hu6ng di xuéng. Hé sé géc bang khong khi duéng nét lién lén cao nhat hoac 
xuong thap nhat. Cac ham tang cé hé s6 géc dudng. Cac ham gidm cé hé 
s6 goc Gm. Dieu do rat quan trong, va ching ta tré lai sau. 

Biéu thite dy/dx chtta nhiéu thong tin hon chi 1A viéc “ham tang” hay “ham 
giam.” Hé s6 goéc cho biét ham di lén hay di xuéng nhanh nhu thé nao. No dua ra 
téc dé thay doi. Hé sé goc cia y = cosa c6 thé dudc tinh theo céch chuan muc, 
duéi dang gidi han u 








Ay _cos(t+h)—cost ss cosh —1 . sinh 
Ax h = cos ( h ) ( h ) 
(2.4.11) ow = (cos x)0 — (sin x). 


Hang dau tién 1a dugc sinh ra tit cong thttc (2.4.3) déi vdi cos(a + h). Hang thit 
hai lay cdc gidi han, ma dat tdi 0 vA 1 nhu doan truéc. Diéu nay khang dinh nay 
chttng minh bing dé thi rang hé sé géc cia cosx lA —sinz. 


y =sinz dang tang y =cosx dang giam 
ye 





. 
y’ = coszx 1a dudng 
. 
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y” =—sint la am 


HinH 2.4.5. y(x) tang noi y’ 1A dugng. y(x) udn lén noi y” 1A 
duong. 


DAO HAM CAP HAI CUA SINE VA COSINE 


Bay gid ta gidi thiéu dao ham cia dao ham. Nghia la dao ham cGp hai cia 
ham ban dau. No cho biét hé sé g6c, thay déi nhanh nhu thé nao, chtt khong phai 
la y thay ddi nhanh nhu thé nao. Dao ham cap hai 1a “téc dd thay déi ca van téc.” 
Mot dudng thang co hé s6 géc hang (van téc hang), nén dao ham cap hai cia nd 
bang 0. 
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f(t) = 5t c6 df/dt =5 va d’ f /dt? =0. 
Parabola y = x” c6 hé sé géc 2x (tuyén tinh) ma co hé sé goc 2 (hing). Tuong tu: 


1 
f(t) == sat” 06 df/dt = at va d’ f/dt? = a. 


Ching ta ky hiéu d? f /dt? (hoac d?y/dt?) déi voi dao ham cAp hai. Dang ky hiéu 
ngan la f” hoac y”. (Ching ta doc la f hai phay hoac y hai phay). Vi du: Dao ham 
cAp hai cia y = 2° 1a y” = 62. 

Trong bai todn quang dudng-van téc, f” 14 gia téc. No cho biét su thay déi cia 
van téc, trong khi v cho biét su thay doi cia quang dudng f. Trong do df /dt la 
(quang duéng)/(thdi gian), dao ham cAp hai la (quang du@ng di)/(thdi gian)?. Gia 
téc do trong luc 1A khoang 32 ft/sec hay 9.8m/sec”, diéu nay c6 nghia lA v tang 
32 ft/sec trong mot giady. N6 khong c6 nghia la quang dudng tang 32 feet! 

D6 thi cia y = sint tang ngay tt dau. Dao ham ctia noécost la dudng. Tuy 
nhién dao ham cap hai lA —sint. Dudng cong véng xudng trong khi di lén. 
Cung dé la “l6m dudi” bdi vi y” = —sint la am. 

Tai ¢ = 7 ham so bang khong va dé thi di xudng phia dudi truc hoanh. Dao 
ham cap hai tré thanh duong. Bay gid dudng cong uén lén. Cung thap hon 1a “l6m 
trén.” 


y > 0 nghia la y’ tang nén y udn lén (16m trén) 
y” <0 nghia la y’ gidm nén y uén xudng (lm dudi). 


Chucng [3] nghien cttu nhiing thi nay mét cach cin ké—<é do ching ta sé cd dudc 
mot cdi nhin sau hon déi védisin t. 

Diém dang chi y vé sine va cosine dé la y” = —y. Diéu nay IA khong tam 
thudng va 1A rat dic biét: gia téc= —quang dudng. Quang dudng cang Idn, luc kéo 
lai cang I6n: 


y =sint co dy/dt = + cost va d?y/dt? = —sint = —y. 
y = cost co dy/dt = —sint va d?y/dt? = —cost = —y. 


CAu HOI. Liéu d*y/dt? <0 c6 nghia la quang dudng y(t) gidm di hay khong? 


CAU TRA LOI. Khong. Tuyét déi khong! No c6 nghia 1a dy/dt gidm, khong nhat 
thiét y phai giam. Tai diém bat dau cia dudng sine, y van tang nhung y” < 0. 

Cac ham sine va cosine dua ra chuyén dong diéu hod don gidn—len va xudng, 
tdi va lui, ra vA vao, nén va gidn. Kéo gian mét 10 xo, va luc héi phuc kéo no lai. 
Dua mot con lac lén cao, va trong luc dua n6 xudng lai. Cac chuyén dong nay dude 
diéu khién béi mét phudng trinh vi phan: 

d2 

(2.4.12) =n Sy 
TAt cA cdc nghiém déu 1a td hgp tuyén tinh ctia sine va cosine: y = Asint+ B cost. 

Day khong phai 14 m6t kh6a hoc vé phucng trinh vi phan. Nhung ban phai 
thAy duoc muc dich cia giai tich. N6 m6 hinh hoa cdc sy kién bang céc phucng 
trinh, N6 mé hinh héa dao dong béi phuong trinh (2.4.12). Su co bép cia trai tim. 
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Su nay lén cia qua bong. Su déi chiéu ctia dong dién. Su lén xuéng ctia nén kinh 


té: 


gid tang — tang san xuat > gid gidm > --- 


Ching ta khong thé s6ng ma thiéu cdc dao dong (hay cdc phucng trinh vi phan). 


BAI TAP 2.4 


Cac cau héi dién tiv vao ché tréng 


Dao ham ctia y = sing lay’ = a 
Dao ham cap hai (__b_ cia dao ham) 1a 
” x A aK x wy 
y = _c_. Dao ham cap bon la yo = 
d_. Nhu vay y = sinz thda man cac 
phuong trinh vi phan y” =e vay” = 
f_. y = cosa ciing vay, ham sé nay c6 
dao ham cap hai lag _. 





Tat ca cdc dao ham nay déu duc sinh 

ra tit mét gidi han co ban: sinh/h tién tdi 

h_. Sine cia .01 radian 1A rat gan véi 

i_.__j__cta.01 cing vay. Cosine cua .01 
khéng phai la .99, bdi vi 1 — cosh la __k 

hon h nhiéu. Ty s6 (1 — cosh)/h? tién tdi 








1. Vi vay cosh la gan véi 1 — a va 


cos.01  _m_. Chung ta co thé thay h 


bédi x. 


Phuong trinh vi phan y”” = —y kéo theo 
n_. Khiy 1A duong, y” ld __o_. Vi vay 
Tax As x : PS 2 At 
y la__p_. Cudi cing y di xu6ng phia dudi 
khong va y” tré thanh _q_. Khi do y’ lA 
r__. Cac vi du vé dao déng trong déi thuc 
la_s  va_t 


2.4.1. Ty sé nao tién tdi 1 khi h — 0? 








h sinh 

(a) sinh ©) sin?h 
sin* h sin(— 

qi) ae, 
hee (a) #9 


2.4.2 (May tinh cam tay). Tim sinh/h 
tai h = 0.5 va 0.1 va .01. Ham sé sinh/h l6n 
hon .99 6 dau? 


2.4.3. Tim cac gidi han khi h > 0 cla 








in2 sin 5h 
(a) sin h (c) 
h : 
sin 5h sinh 








(b) (d) = 


2.4.4. Ham sé tanh = 1.01h 6 dau? 
Ham s6 tanh = h 6 dau? 

2.4.5. y = sinz co chu ky 27, c6 
nghia la sing = . Gidi han cta 
(sin(27 +h) —sin 27) /h 1a 1 bdi vi 
Diéu nay dua ra dy/dz tai x = ‘ 

2.4.6. Vé cos(x + Ax) bén canh cos x. 
Danh dau hiéu d6 cao Ay. Sau dé vé Ay/Ax 
nhu trong Hinh 

2.4.7. Diéu mat chét déi vdi lyong 
gidc la cos?@ = 1—sin?@. Dat sind = 0 
dé tim cos?@ ~ 1 — 67. Can bac hai la 
cosd & 1— 50 Ly do: Binh phuong hai 
vé dua ra cos? @ % va bién diéu 
chinh la rat nhé gan @ = 0. 

2.4.8. (May tinh cam tay) So sanh 


cos @ véi 1 — 50° déi voi 


a) #9=0.1 
b) 0=0.5 


a a, 


2.4.9. Lugng gidc dua ra cos? = 1 — 
2sin? 5. Xap xi sin 59 ~) truc 
3 1 
tiép kéo theo cos@ & 1 — 5° 


2.4.10. Tim cac gidi han khi h > 0: 


1—cosh 1— cos” h 
Oa — (c) —— 
(b) 1 {2 h (d) 1 oS . 

h? h 


2.4.11. Tim gidi han bang may tinh 
cam tay ho&ic bang giai tich: 


(a) lim aed 
ho sin 2h 
(b) 


. l—cos2h 
lim 

2.4.12. Truc tiép tinh hé sé goc tai 

x = 0 tt cac gidi han: 





h>0 1—cosh’ 
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(a) y= tana 
(6) y=sin(—2) 
2.4.13. Cac diém khong dude danh dau 
trong Hinh la P va S. Tim chiéu cao 
PS va dién tich cua tam gidc OPR. Ching 
minh bang cAc dién tich rang sinh < h. 
2.4.14. Hé sé géc cua cosx va 1 — 5° 


. Hé 86 géc cua sing 
‘ : 1 2 
va la cos val — 5a : 


la — sing va 


2.4.15. Chuong 10 dua ra mot chuéi 
vo han déi véi sinz: 
— ae of 
eT Sa Sede e at 
Tw dao ham, tim chudi sé déi vdi cosz. 
Sau do lay dao ham ctia né dé quay tré 
lai — sin x. 





2.4.16. Moét sat phan trung tam cha 
f(x) =sina la 
fle +h) — fle—h) 
2h 
sin(a + h) — sin(x — h) 
_ 2h 








=? 


Ding cong thtic céng (2.4.2). Sau d6 
h->0. 
2.4.17. Lap lai Bai tap |2.4.16] dé tim 


hé sé géc cia cosa. Ding céng thttc (2.4.3) 
dé don gian cos(x + h) — cos(a — h). 


cho 


2.4.18. Tim tiép tuyén cua y = sine 
tai 

(a) ¢=0 
(b) c=7 


(c) c= 


BIA 


2.4.19. Ham sé y = sina + cosz c6 hé 
sd goc bang khong 6 dau? 


2.4.20. Tim dao ham cta sin(«# + 1) 
theo hai cach: 

(a) Khai trién thanh sinacosl 4 
cosxsin1. Tinh dy/dz. 

(b) Chia Ay = sin(x+1+Az)—sin(x 
1) béi Ax. Viét X thay viz +1. Cho Ax 
tién tdi khong. 

2.4.21. Chitng minh rang tanh/h bi 
kep giita 1 va 1/cosh. Khi h > 0 gidi han 
la 








2. DAO HAM 


2.4.22. Déi véi y = sin 2z, ty s6 Ay/h 





la 
sin 2(a@ + h) — sin 2x 
h 
__sin 2x(cos 2h — 1) + cos 2x sin 2h 





h 

Giai thich tai sao gidi han dy/dzx 1a 2 cos 2a. 

2.4.23. Vé dé thi cia y = sin 5 Phat 

biéu hé s6 goc cia noé tai x = 0, 7/2, 7, 

va 27. Liéu pein c6 citing hé sé géc hay 
khéng? 

2.4.24. Vé dé thi cia y = 


V3cosz. Cuc dai cia noé 1A y= 
tair = . Hé sé géc tai diém do 1A 


sing + 


2.4.25. Bang cdch két hgp sing va 
cos z, tim mot to hop ma bat dau tai « = 0 
tit y = 2 véi hé s6 goc 1. T6 hop nay cing 
théa man y”” = : 
2.4.26. Dung hay sat, vdi ly do: 
(a) Dao ham cta sin” x 1A cos” x 
(b) Dao ham cua cos(—z) 1a sinx 
(c) Mot ham duong cé dao ham cap hai 
am. 
(d) Néu y’ 1a tang, khi do y” 1A duong. 
2.4.27. Tim nghiém cta dy/dxr = 
sin 3a va dy/dx = cos 3a. 
2.4.28. Néu y = sin5z, khi do y’ = 
5cos5a va y” = —25sin5x. Vay ham sé 
nay théa man phuong trinh vi phan y” = 


2.4.29. Néu h dudc do theo dé, tim 

lim (sin h)/h. Ban c6 thé dat may tinh cim 
> 
tay cua ban 6 ché do dé. 

2.4.30. Viét ra mét ty sé ma tién tdi 
dy/dx tai x = nm. Déi véi y = sing va 
Ax = .01, tinh ty sé do. 

2.4.31. Bang quy tc binh phuong, dao 
ham ctia (u(a))? 1a 2udu/dx. Lay dao ham 
cua titng s6 hang trong sin” x + cos’? ¢ = 1. 

2.4.32. Dua ra mét vi du vé dao déng 
khong dén ti vat ly. Liéu no cé phai la 
chuyén dong diéu hda don gian (chi cé mot 
tan s6) hay khong? 

2.4.33. Giadi thich dao ham cap hai 
theo cach cua ban. 
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2.5. Quy tac Tich va Thuong va Luy thita 


Cac dao ham ctia va xsinz va 1/sinz va sin” x 1a gi ? Nhitng ham sé nay dude 
tao thanh tit nhitng ham sé quen thudc x va sinz, nhung ching ta can cAc quy tac 
mdi. May man lA nhitng quy tac nay van co thé dudc Ap dung cho mdi ham sé, 
nén ching ta chi can thiét lap ching mot lan ma thoi. Néu chung ta biét duge cdc 
dao ham riéng ré cia hai ham s6 wu va v, khi d6 ching ta tinh ngay dudc cdc dao 
ham cia u+v va uv va 1/v va u/v va u”. Day la mot muc don gidn, véi nim quy 
tac dé tim hiéu. No cing 1A mét muc quan trong, vi no chtta hau hét cdc cong lam 
viéc cia phép tinh vi phan. Nhung téi e ngai rang nim quy luat vA mudi ba vi du 
(ma ching ta céan—chi cdc cong thitc cla ching thdi cing di lam mé doi mat cia 
ching ta) tao thanh mot danh sach dai. It nhat ching ta cing bit dau véi quy t&c 
dé nhat. Khi chting ta céng céc ham sé, chiing ta céng céc dao ham cia 
ching. 


Quy téc Tong 


: d d d 
(2.5.1) Dao ham cua tong u(x) + v(x) la —(ut+v) = le eats 
dx dx dx 
Vi DU 2.5.1. Dao ham cia x +sinz la 1+ cosa. Két qua dé that don gian, 
nhung rat co ban. Ldi giai thich vé cdc quang dudng cé thé kho hiéu hon (nhung 
tha vi hon) ban than quy tac: 


Gia sit mét tau lita di chuyén dong véi van téc 1. Quang dudng 

tai thoi diém ¢ 1A t. Trén tau lta, mot vi giao su di qua va di lai 

(theo mot dao dong diéu hoa don gidn). Quang duéng tit vi tri cla 

ong Ay tdi ché ngéi cia minh 1a sint. Khi do tong quang dudng tit 

diém khdéi hanh cia ong Ay 1A t + sint, vA van t6c cia Ong ay (tc 

do xe lita cong téc do di bd) 1A 1 + cost. 
Néu ban cong cdc khoang cach, khi dé ban cong cdc van téc. Trén thuc té vi du 
do that 1a vo ly, béi vi van téc cuc dai cla vi gido su bang téc do tau lita. Ong dy 
dang chay nhu dién, chtt khong phai 1a dang di bo. Thinh thoang ong Ay ditng yén 
so véi mat dat. 

Quy tac tong la m6t trudng hgp dac biét cla mét quy t&c lén hon dugc goi la 
“tuyén tinh.” No dp dung khi ching ta cong hoac trit cdc ham sé hay nhan ching 
bdi mot hing s6—nhu trong 32 — 4sinz. Theo tuyén tinh, dao ham lA 3 — 4cosz. 
Quy tac ding déi vdi tat cA cdc ham s6 u(x) va v(x). Mot to hop tuyén tinh la 
y(x) = au(x) + bu(x), trong dé a va 6 1A bat ky 86 thytc nao. Khi d6 Ay/Az Ia: 





au(a + Ax) + bu(a + Ax) — au(x) — bv(z) u(a + Axv)—u(x)  , v(a + Ax) — v(x) 
=a +b ; 
Ax Az Ax 
Gidi han bén vé trai la dy/dx. Gidi han bén vé phai la adu/dx + bdv/dx. Ching 
ta dugc phép lay gidi han m6t cach riéng ré va cong lai. Két qua 1A nhitng gi ta ky 
vong: 


Quy tac Tuyén tinh 


d 
(2.5.2) Dao ham cta au(x) + bu(a) la an + bv) = a be 
by a 
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Tiép theo lA quy tac tich. N6 khong don gidn nhu vita rdi—cac tich la khong 
tuyén tinh. Khong can dén quy tac tong, ban van c6 thé doan ra dude dao ham cua 
cAc tong, nhung cac tich lai dua ra mot vai thtt méi mé. Dao ham cia u lan v 
khong phdi la du/dx lan dv/dx. Vi du: Dao ham cia «° 1a 52*. Ding nhan cac 
dao ham cia x® va x”. (327 lan 2x khong phai lA 52). Déi vdi mot tich ctia hai 
ham s6, dao ham cé hai s6 hang. 


Quy tac Tich (mau chét déi véi muc nay) 


d d 
(2.5.3) Dao ham cta u(a)u(a) 1a * (wo) = ws pe ol 


Vi DU 2.5.2. u=a@° lan v = x? lA wv = x”. Quy tac tich kéo theo dao ham ctia 
az la 5a’: 





— 274 4. 3¢4 = bat. 
i a x 3x 5x 


Vi DU 2.5.3. Trong hé 86 géc cla xsina, toi khong viét dx/dx = 1, nhung n6 
dung 1a nhu vay: 


—(axsinx) = xcosx+sinz. 


dx 


Vi bu 2.5.4. Néu u = sing va v = sina, khi d6 uv = sin? x. Ching ta nhan 
dudc hai s6 hang bang nhau: 





Bgl ths ay lt 
sin «—(sin x) + sin«v—(sinx) = 2sinx cosa. 
dx dx 


Diéu nay xdc nhan “quy tac binh phuong” 2udu/dzx, khi dé u va v 1a gidng 
nhau. Tudng tu hé sé géc ctia cos? 7 1A —2cosz sina (dau trit 1A do hé sé géc cia 
cosine). 

CAu HOI. Céc dap dn déi vdi sin? x va cos* x c6é déu déi nhau, nén dao ham 
cua sin? x + cos? x bang khong (quy tac tong). C6 cach nao dé ban nhan thay diéu 
nay nhanh hon hay khong? 


Vi py 2.5.5. Dao ham cia wow la u’vw + uv'w + uvw’—titng dao ham lan luct 
xuat hién. Dao ham cia veer IA wx + vx + wx. 


tong u+vu Au + Av 





HinH 2.5.1. S6 gia trong chiéu dai = Au + Av. Sé gia trong dién 
tich = uAu + vAu + AudAv. 


Sau nhiing vi du vita réi ching ta chttng minh quy t&c tich. Hinh giadi thich 
n6 ro nhat. Dién tich cia hinh chi nhat lén 1A uv. Su thay ddi chi: yéu trong 
dién tich la hai dai uAv va vAu. Dién tich cia miéng nim 6 géc AuAv 1a rat 
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nho. Khi ching ta chia nhitng dién tich nay bdi Az, hai dai cho ching ta u Av/Aa 
va vu Au/Az. Miéng nim 6 géc cho ching ta AuAv/Az, ma tién tdi khong. 

Chi ¥ quy tac tong 1A trong mdt chiéu, quy tdc tich IA trong hai chiéu. Quy 
tic cho uvw sé la trong ba chiéu. 

Dién tich du ra la tong cua dién tich cua dai trén dinh va dién tich cia dai bén 
hong. Bang dai sé, 
(2.5.4) 
u(x + h)v(a + h) — u(a)o(@) = u(a + h)[o(@ + A) — o(a)] + v(@) [ue + h) — u(a)). 


Dién tich tang thém la u(a + h)Av + v(#)Au—dién tich cha dai trén dinh cong 
dién tich cla dai bén hong. Bay gid chia bdi h (hay Ax) va cho h + 0. Vé trai 
ctia phuong trinh (4) tré thanh dao ham cia u(x)u(x). Vé phai tré thanh u(a) lan 
du/dx—chiing ta c6 thé nhan hai gidi han— cong v(«) lan du/dx. Diéu nay ching 
minh quy tic tich—mot quy tac chac chan hitu ich. 

Ching ta c6 thé di ngay tdi quy tac thudng déi véi u(x) /v(x). Nhung chting ta 
sé khong lam nhu vay ma bat dau vdi u = 1. Dao ham cia 1/a la —1/2x? (da dude 
biét). Dao ham ctia 1/v(z) 1a gi? 

Quy tac Nghich dao 








1 —dvu/d. 
(2.5.5) Pela a 
u(x) vu? 
Chitng minh bat dau vi (v)(1/v) = 1. Dao ham cia 1 bing 0. Ap dung quy tic 
tich: 





me d = 
vE( 42% owe oe 
Ho 


v 
Viéc kiém tra céc don vi—trong quy tic nghich dao va nhitng quy tac khac—la 
rat dang gid. Phép kiém tra thtt nguyén 1a diéu bat budc trong cdc nganh khoa hoc 
va ky thuat, va 1A mot thoi quen tét trong todn hoc. Phép kiém tra thit nguyén bé 
qua céc hang s6 va cdc dau cong hoac tri, nhung n6 ngn neta nhifng sai lam t6i 
té. Néu v dudc tinh bang dollars va x dudc tinh bang gid, du/dx dude tinh bang 
dollars trén gid. Khi do cac thtt nguyén la pht hop: 


2.5.6 
( ) v dx dx vu v2 








d fe e aed) vA dang thai —du/dx = dollars/gid- 

dx *v gid v2 (dollars)? 
Tit phép thtt nay, dao ham ctia 1/v khéng thé 1a 1/(dv/dx). Mot phép kiém 
tra tuong tu ching td rang cong thtitc cia Einstein e = mc? 1A c6 thé ding vé 
mat thit nguyén. Ly thuyét tugng déi cé 1é ding! Ca hai vé déu c6 thit nguyén 
(khéi lugng)(khoang cach)? /(thdi gian)?, khi khdi lugng dugc chuyén ddi thanh 
nang ludng lugng 





Vi DU 2.5.6. Cac dao ham cha a1, 2-7, 2” la —1x~?, -2273, —na-" 1 


Nhiing két qua nay déu dugc sinh ra tit quy tic nghich dao vdi v = x va x? va bat 
ky x” nao: 





di, _n d_ 1 nar 
oe aoe (27)? 





10Nhung chi c6 Einstein biét ring hing sé 1a 1. 
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Diéu dep dé dé 1a két qua —na~"~! nay phi hop véi cach l4y dao ham ctia x”. 
Nhén boi lug thita va giadm lity thita mét don vi. 


(2.5.7)  Déi vdi cdc liy thita Gm va duong dao ham cia x” la nav”'. 


1 —Av Au 


1 
v+Avv v(v+Av) 








Nghich dao 


u+tAu wu vAu—uAv 


Thuong pe AD oO v(v + Av) 
= : Av UV 











HiNH 2.5.2. Quy t&c nghich dao dén tir (—Av)/v?. Quy tac 
thuong dén tit (v Au — uAv)/v?. 


1 |. sing | —cos2z 





Vi DU 2.5.7. Cac dao ham ctia va — 7 a 

COS & sing cos? a sin* x 

Nhiing két qua nay dugc tru tiép sinh ra tit quy tc nghich dao. Trong ludng giac, 
2/ cosa la secant cla géc x va 1/sinz la cosecant cua x. Bay gid ching ta c6 cdc 
dao ham cta ching: 








d sin x 1 sinz 
(2.5.8) ——(sec rz) = —,— = = sec x tana. 
dx cos? 2% cosxcosx 
d COS x 1 cosz 
(2.5.9) —(csex) = ——,— = --= —— = —cscexcota. 
dx sin” x sin v sin x 


Nhitng cong thttc nay thudéng dudc thay trong gidi tich. Néu ban c6 tri nhé tét, 
ban nén ghi nhé ching. Gidng nhu hau hét cdc nha toan hoc, tdi déu phai kiém tra 
ching méi lan truéc khi dting (co thé 1A méi nim mot lan). Chinh nhting quy tac 
mdi 1a nhiing diéu cd ban ching ta can nhé chit khong phai 1a céc cong thie. 

Quy tac tiép theo Ap dung cho thuong u(x)/v(x). Nghia 1a u lan 1/v. Viéc két 
hop quy t&c tich va quy t&c nghich dao cho ching ta dudc mét diéu gi d6 mdi va 
quan trong. 

Quy tac Thuong 





u(z) 1 1 du oelde = vdu/dx — udv/dx 


(2.5.10) Dao ham cua 5 


via) su dx vu? v 
Ban phdi ghi cong thitc sau cing. Ching ta da quen thudc véi v?. Nhitng thit con 
lai tuy mdi nhung khong qué mdi. Néu v = 1, két qua la du/dx (tat nhién). Déi véi 
u = 1, ching ta c6 quy t&c nghich dao. Hinh]2.5.2b cho thay hiéu (u + Au)/(v + 
Av) — (u/v). Chinh mau sé v(v + Av) d& sinh ra v*. 


Vi Du 2.5.8 (chi ding cho muc dich luyén tap). Néu u/v = x°/2? (tite 1A x), 
quy tac thudng cho ching ta 2z. 
d 2°, «°(5a4)—2°(3a?) 5a? — 3a" 


= 27: 
rm 7 





v3 x6 x6 
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Vi Du 2.5.9 (quan trong). Déi véi u = sing va v = cos2, thuong la tanz. Dao 
ham cta tana la sec? x. Ding quy tdc thuong va sin? x + cos? x = 1: 
d sina cos x(cos x) — sin z(— sin x) 


‘= = = sec? x. 


2.5.11 
( ) cos? x cos? x 





dx ( COS £ 
Mot lan nita ghi nhd: (tan x)’ = sec? x. Tai 2 = 0, hé s6 géc nay bang 1. Cac dé thi 
cua sing va x va tanz déu bat dau véi hé sé géc nay (sau dé ching tach nhau). 
Tai « = 7/2 dudng sine nim ngang (cosa = 0) va dudng cong tang dung ditng 
(sec? a = 90). 

Hé sé goc thuong bung nd] "Y) nhanh hon hem so. Mau so cuia tangent 1a cos x 
trong khi mau s6 cia hé s6 géc ctia no 1A cos” x. Hé s6 géc cia 1/x 1A —1/x?. Hé 
s6 géc dé bi anh hudng hon ham s6 ,vi né cé binh phudng 6 mau. 


Vi DU 2.5.10. 





d (==) x cos x — sin x 


dx\ 2 x? 


Toi ngan ngai trong viéc xét dao ham sé nay tai x = 0. Mot cdch hinh thtic, no 
tré thanh 0/0. Trong thuc té, ding hon 1A 0°/0?, va dao ham ding 1A khong. Hinh 
[2.4.3]cho thay bang dé thi rang do thi cia (sin seh fa nam ngang tai diém nam chinh 
gitta. Ham sé 14 ham chin (d6 thi d6i xttng qua truc y) nén dao ham ctia n6 chi c6 
thé la khong. 

Muc nay toan ni vé cAc quy tac, vA t6i hy vong ban sé cho phép tdi dé cap 
dén thém mot quy tac nfia. Ching ta di tit x” tdi [u(x)}". Mot luy thita cia x thay 
doi thanh mot luy thita cia u(2)—nhu trong (sinx)® hoac (tana)! hoac (2? + 1)8. 
Dao ham chtta nu"! (sao chép tit nx"~!), nhung cé thém mét nhan tit b6é 
sung du/dx ntfa. Quan sat nhan ttt dé trong 6(sinx)° cosx va 7(tanx)® sec? x vA 
8(a? + 1)" (2a): 

Quy tac Liy thita 


du 

de 

Déi vi n = 1, biéu thie nay rit gon thanh du/dx = du/dz. Déi véi n = 2, ching 

ta nhan duge quy tac binh phuong 2u du/dx. Tiép do 1a u?. Cach tiép can tét nhat 

la ding phép quy nap todn hoc, ma di tit ting n dén luy thita n + 1 tiép theo 

bang quy tac tich: 
d 


(2.5.12) Dao ham cia [u(x)]” 1a nfu(x)]"~* 


U du 
a) = “(ul = we + (nu = (n+ 1)u” 
Biéu thitc nay chinh lA phudng trinh (12) déi vdi lay thita n + 1. Ching ta nhan 
dude tat ca cdc lay thita dudng theo cach nay, di ttt n = 1—sau do cac lity thita 
am ducc sinh ra ttt quy tac nghich dao. 

Hinh 2.5.3] cho thay quy tac luy thiva déi vdi n = 1,2,3. Khéi lap phugng lam 
cho quy tac lity thita sng t6 nhat. Ba tam mong co kich thudc lA u nhan wu nhan 
Au. S6 gia trong thé tich vé co ban 1A 3u7Au. Tit viéc khai trién (u+ Au)?, su thay 
doi chinh xac trong thé tich 1A 3u?Au + 3u(Au)? + (Au)?—ma cing bao gom luon 
ca ba khéi hép hep vA mét khéi lap phucng rat nhdé trén dinh géc hinh lap phucng 
ban dau. Day lA mot biéu dién cia cong thitc nhi thitc bang hinh vé. 





11Nd: Bing né 1a cach noi khong chinh thttc vé viéc mot ham sé tién téi vo cing. 
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(Au)? 
1 khéi lap phuong 











2 
u(Au) 
3 vién gach 
uz udu 
u?Au 
3 tam 
u Au u Au 


HinH 2.5.3. Su thay ddi chiéu dai = Au; su thay déi dién tich~ 
2u Au; su thay doi thé tich ~ 3u? Au. 


d 2 
Vi Dy 2.5.11. ag it x)" = n(sinx)"—* cosx. Nhan ttt b6 sung cosa 1A du/dz. 
x 


Ching ta con m6t buéc cudi cing phai thuc hién d6 1a thodt khoi mét rang 
budéc rat khé chiu—do 1a n phai 1A mot s6 nguyén. Ching ta mu6n thuc hién viéc 
lay dao ham ctia cdc lity thita phan s6 n = p/q, ma van gitf nguyén cong thitc cit. 
Dao ham cia x” van la na”. 

Dé thuc hién vi cdc cin bac hai, tdi ta cd thé viét (/x)? = x. Dao ham cta 

1 
no 1a 2/x(/x)’ = 1. Vi vay (x)! 1A 1/2\/z, ma phi hop véi cong thttc khi n = a 
Bay gid tht n = p/q. 

LUy THUA HOU TY. Viét u = 2?/4 dudi dang u! = x”. Lay cdc dao ham, gid 

dinh ching tén tai: 


(quy t&c Itty thita trén ca hai vé) 





_; du 3 
qui a = px? : () 
dus pat 5 38 
ae (kh x? vdi u*) 
“ = ne" (thay p/q béi n va u béi 2”) 
x 


7 1 Z . 
Vi DU 2.5.12. Hé s6 géc cta a3 la <2~2/3_ He 86 goc la vo cing tai « = 0 


va bing khong tai « = oo. Nhung dudng cong trong Hinh van tiép tuc di lén. 
No khong nim bén dudi mot “dudng tiém can.” 


; 4 3 : . 

Vi DU 2.5.13. Hé sé géc cua r/3 la ae Hé so goc bang khong tai « = 0 va 
1a vo cing tai x = oo. Dé thi di lén nhanh hon mét dudng thang va cham hon mdét 
parabola (a nam giifa 1 va 2). Hé sé géc cia no cé dé thi la dudng cong cin bac 

. A 
ba (lan —). 
(ain 4) 

CHUNG TA DUNG TAI DAY! Toi xin 14i vi c6 qué nhiéu quy tic. Mot chiéc 
may tinh c6 thé ghi nhé tat ca nhitng quy tac nay, nhung no khong hiéu nhiing quy 
tac nay c6 nghia 1a gi nhung ban lai hiéu. Ciing véi quy tic xich mi baoUY THUA 
HOU TY quét Chuong|4] ching thuc hién dugc hau nhu tat c& c&c dao ham tiing 


2.5. QUY TAC TICH VA THUONG VA LUY THUA 





hé sé g6c1/3 


1/24 
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hé sé goc 4/3 






hé so géc 
bang khong 








HinH 2.5.4. Hé s6 géc bing vo cing ctia x” so vdi hé s6 géc bang 
khong: su khac nhau gitaO<n<lvan>1. 


dude tinh todn béi nhan loai. Ching ta liét ké ching vao cing mot noi dé tién tra 


ctu. 


Quy tac Tuyén tinh 
Quy t&c Tich 

Quy tac Nghich dao 
Quy tac Thuong 
Quy tac Lity thtta 


= au’ + bv’ 





Quy tiic luy thita 4p dung khi n la @m, hoac phan sd, hoic bat ky s6 thuc nao. 


Dao ham cua 2” 1A 7.27~', theo Chuong 6. Dao ham cia (sinz)” 1A 


. Va 


bay gid cdc dao ham ctia tat cd s4u ham lugng gidc dude thiét lap: 


(sinx)’ = cosx 


(cos x)’ = —sina 


(tan x)’ = sec? x 


(cot 2)’ = — ese? x 


(sec x)’ = seca tanx 


(csc x)’ = — csc ax cota. 


BAI TAP 2.5 


Cac cau héi dién tiv vao ché tréng 

Dao ham cta sinacosz, 1/cosaz, 
sinxz/cosx% va tan® x dugc sinh ra tit quy 
tac _a_, quy tac _b_, quy tac _c_, 
va quy tac _d_. Tich cia sin lan0 cosx 
cé (uv) = w'+_e = _f_. Dao ham 
cia 1/uv lA _g__, nén hé s6 goéc cla seca 


la __h_. Dao ham cta u/v la _i_, nén 


hé s6 géc cia tanz 1A ___j _. Dao ham cua 
tan’z 1a __k_. Hé s6 géc cha x” A 1 
va hé s6 goc cia (u(x))” la __m_. Déi véi 
n = —1, dao ham cia (cosz)~* 1a __n 
ma phi hdp véi quy tac déi véi sec 2. 


) 


Tham chi don gidn hon nia 1A quy tac 
o__, ma 4p dung cho au(z) + bu(x). Dao 
ham la__p_. Hé s6 géc cla 3sinx+4coszx 
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la__q_. Dao ham cia (3sina +4 cos) la 
r_.Daoham_s_/1a Asin? x cos x. 
Tim dao ham cia c4c ham s6 trong 











2.5.26 
2.5.1. (© +1)(x— 1) 
2.5.2. (x? +1)(2? — 1) 
1 1 
2.5.3. ae 
ae 1l+a 1+sing 
1 1 
at qaegs Tae 
2.5.5. (a — 1)(@ — 2)(x — 3) 
2.5.6. (a — 1)?(# — 2)? 


2.5.7. x cosx + 2x sin x 














2.5.8. «'/?(ax + sinz) 
25.9 e+ cos x 
ee a sin x 
2 : 
a+ sin x 
2.5.10. 
aap a-—l cos @ 


2.5.11. 2'/? sin? x + (sinx)'/? 





2.5.12. 2°/? sin? x + (sinx)*/? 

















2.5.13. x*cosx +xcost x 
2.5.14. Va(/x + 1)(Va + 2) 
2.5.15. so sinx — xcosx+sinz 
2.5.16. (x —6)*° + sin’? x 
2.5.17. sec? x —tan? x 
2.5.18. csc? x — cot? x 
4 4 

2.5.19. t 

(c— 5) * Gap 
Pa ean 

sin x + cos x 
2.5.21. (sine cos x) + sin 2a 
2.5.22. xcosxcscx 
2.5.23. u(x)vu(x)w(x)z(x) 
2.5.24. [u(x)]?[v(x)]? 
2.5.25, : _ : 

tan x cot x 
2.5.26. xsinx +cosx 


2. DAO HAM 


2.5.27. Mot hinh hép to dan lén cé 
chiéu dai ¢, chiéu rong 1/(1 +4 ¢), va chiéu 
cao cost. 

(a) Hdi téc do thay déi cia thé tich? 
(b) Héi téc dd thay ddi cia dién tich bé 
mat? 


2.5.28. Bang cach 4p dung cia quy 
tc tich hai lan, chitng té rang dao ham cia 
uvw la uw’ + uv’'w + u’vw. Khi mot hinh 
hdp véi cdc canh u, v w to lén thém bédi mdét 
lugng Au, Av, Aw, ba tam dude thém vaio 


véi thé tich wvAw, va 





2.5.29. Tim van téc néu quang dudng 


la 
déi vdi t < 10, 
déi vdi t > 10. 


say =f 
[500 + 100Vt — 10 
2.5.30. Mot hinh tru c6 ban kinh 
er : t 
r= T+ B22 va chiéu cao h = Lae 
(a) Hdi téc do thay déi cia thé tich cia 
no? 
(b) Héi téc dd thay déic cia dién tich 
bé m&t (bao gém ca hai day) cia n6? 
2.5.31. Chiéu cao cia mét tén lita m6 
hinh 1a f(t) = t?/(1 +12). 
(a) Hdi van téc v(t)? 
(b) Héi gia téc du/dt? 


2.5.32. Ap dung quy tic tich cho 
u(x)u*(a) dé tim quy tac lay thita d6i véi 
u> (2). 

2.5.33. Tim dao ham cép hai cua tich 
u(z)v(2). Tim dao ham cép ba. Kiém thit 
cdc cong thitc cla ban trén u= v=. 

2.5.34. Tim cdc ham s6 y(x) ma c6 
cac dao ham 1a 


(a) @* (c) (’— a)? 
(b) 1/2 (d) cos’ x sina. 
2.5.35. Tim quang dudng f(t), bat 


dau tit f(0) = 0, dé khép vdi nhiing van téc 
sau: 

(a) v(t) = costsint 
b) u(t) = tant sec? t 
(c) u(t) = V1 +t. 
5.36. Ap dung quy tic thuong 
cho(u(a))? /(u(x))? va —v’ /v?. Ham thit hai 
dua ra dao ham c4p hai cia 


Uv 
10) 


=> 
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2.5.37. Vé mot hinh giéng nhu 2.13 
dé giai thich quy téc binh phuong. 

2.5.38. Dua ra mot vi du trong do 
u(x)/v(x) tang nhung du/dx = dv/dx = 1. 

2.5.39. Dung hay sai, vdi mot ly do 
hep ly: 

(a) Dao ham cia 2?” la 2na? 

(b) Theo tinh tuyén tinh, dao ham 
cua a(x)u(a) + b(x)v(x) la a(x) du/dx + 
b(a) du/dza. 

(c) Dao ham cia |a|? 1a 3|a|?. 

(d) tan? x va sec? x c6 cing dao ham. 

(e) (uv)’ = u’v' la ding khi u(x) = 1. 

2.5.40. Gia cia u cd phiéu tai v dol- 
lars trén méi co phiéu 1a uv dollars. Kiém 
tra thtt nguyén ctia d(uv)/dt va udu/dt va 
vdu/dt. 

2.5.41. Néu u(x)/v(x) 1A mot ty sé 
cua hai da thitc bac n, dao ham cua n6é cé 
bac bao nhiéu? 


n-1 
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2.5.42. Déi voi y = 5x + 3, liéu 
(dy/dx)” c6 giéng nhu d’y/dx? hay khong? 


2.5.43. Néu ban thay déi tir f(t) = 
tcost sang tiép tuyén cua n6 tai t = = tim 


ham s6 hai khoang df /dt. 


2.5.44. Giai thich theo cach cia ban 
tai sao dao ham ca u(x)u(z) c6 hai sé hang. 


2.5.45. Mot may bay bat dau gidém 
dd cao tit dé cao y = h tai x = —L dé ha 
c4nh tai (0,0). Chon a, b, c, d dé quy dao 
ha cénh y = ax® + ba? + cx +d cia no la 
tron. V6i dx/dt = V = hang sé, tim dy/dt 
va d’y/dt? tai x = 0 va « = —L. (Dé gitt 
d’y/dt? nhd, mot may bay tit bd dong (tay) 
sang bé tay (déng) cla nudc MF bat dau ha 
d6 cao tit khoang cach L > 100 dim tinh tt 
san bay.) 





2.6. Gidi han 


Ban da nhin thay di nhiéu cdc gidi han dé c6 thé dua ra mot dinh nghia. Ching 
ta ding 1a d& di dugc mot doan kha xa ma khong ding dén mot dinh nghia nao 
cua gidi han, va ching ta c6 thé cit tiép tuc nhu vay. Nhung bay gid duéng nhu 1a 
thai diém hgp ly dé dinh nghia cac gidi han mot cAch can than hon. Muc dich cia 
ching ta la dat dudc su chat ché mA khong c6 su cttng nhac. 

Truéc tién, ban nén biét rang cac gidi han cia Ay/Azx khong phai la cdc gidi 
han duy nhat trong todn hoc. Duéi day 1A nim vi du hoan toan khac nhau. Ching 
lién quan dén n > oo, chtt khong phai la Ax > 0: 


an = (n — 3)/(n + 3) (déi vdi n 1dn, bd qua cdc 86 3 va thay a, — 1) 
Gn = 54n-1 +4 (bat dau vdi bat ky a, nao va ludn cé ay > 8) 


dy, = xc suat séng dén nim thit n (khong may 1a a, — 0) 
an = ty 1é s6 lugng cAc s6 khong trong sé n chit sé dau tién cia 7 (ayn > 


a, = 4az = .49,a3 = .493;.... Bat ké céc chit s6 thap phan con lai la gi, 
cdc sé a déu héi tu téi mot gidi han. Co thé a, > .493000..., nhung kha 
nang do khong cao. 


Van dé la néi duoc ky hiéu gidi han > thuc su cé nghia la gi. 

Dé c6 mot khdi dau tét dep ching ta bat dau hdi vé su hoi tu tdi khong. Mot 
day s6 gdm cdc s6 duong tién téi khong khi nao? Ky hiéu a, > 0 c6 nghia 1a gi? 
Cac s6 a1, @2,a3,..., phai trdé nén “nhd”, nhung diéu nay qué md hd. Ching ta sé 
dé xuat bén dinh nghia cia su héi tu tdi khéng, va toi hy vong ching ta thay 
ngay duoc dinh nghia nao dung. 
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1.: Tat cé céc 86 an déu ném dudi 10~'°. Dinh nghia nay 1a di ding cho cc muc 
dich thuc hanh, nhung n6 chac chan khong khong lam cho a, tién tdi 
khong. 

2.: Day so cang lic cing tién gan toi khéng—tiing a,+41 nhod hon a, ditng trudc. 
Phép thir nay dude dap tng bdi 1.1, 1.01, 1.001,..., nhung day sé nay hdi 
tu tdi 1 thay vi 0. 

3.: Déi vdi bat ky s6 nhé tay ¥ nado, it nhat mét trong céc an la nhé hon 86 do. 
Dinh nghia nay lam cho thir gi do tién tdi khong, nhung khong nhat thiét 
lam che oe bo day s6 tién tdi khong. Diéu kién nay sé dudc thoa man 

4.: Doi vdi bat ky 80 nho tity ¥ nado, cdc 86 ay, rot cudc di xudng dudi s6 dé va trép 
tuc nam du6i sé do. Day la dinh nghia dung. 


., nhung day sé nay tién tdi khong. 


Toi muén lap lai dinh nghia ding vita rdi. Dé kiém tra su hdi tu tdi khong, bat 
dau véi mét s6 nhé—chang han 107'°. Cac sé ay phai di xuéng dudi s6 dé. Ching 
co thé tién lén trén va tién xudng dudi lan ntta—mot triéu sé hang dau tién cing 
hoan toan khong lam nén sy khac biét. Mot ty sé hang tiép theo cing khong lam 
nén su khac biét, nhung rét cudc tat cd cdc s6 hang phai tién xudng dudi 1071°. 
Sau khi ché lau hon (co thé lau hon rat nhiéu), tat ca cdc s6 hang rét xuéng dudi 
10~°°. Dudi cia day sé mdi 14 thit quyét dinh moi thit. 

CAu HOI 12. Liéu 1073,10~7,10~°,10~°, 107°, 10-8, ... 6 tién téi 0 hay 
khong? 


CAU TRA LOI. C6. Nhiing con sé lén va xuéng nay r6t cudc nim dudi bat ky 
€ nao. 














10 ase e e ‘> . . 
a1,43,°°* phia trén € 
E é. 
& 
V// az 
0 0 0 LP 
a, <€neun>3 a, <enéun>6 khong hoi tu 


HinH 2.6.1. Su héi tu cé nghia: Chi c6 m6t sé ludng hitu han cac 
a nam ngoai bat ky dai nao quanh L. 





CAu HOI 13. Liéu 107+,107°, 1074, 1078, 1074, 107'°,... c6 tién téi 0 hay 
khong? 


CAu TRA LOL. Khong. Day sé nay di xuéng dudi 10~* nhung khong tiép tuc 
nam dudi sé do. 


Co mot ky hiéu dudc céng nhan cho thuat ngit “mot sé ducng nhé tuy ¥.” Theo 
thoa thuan khap thé gidi, ky hiéu d6 chinh 1a chit cAi Hy Lap ¢ (epsilon). Su hoi 
tu tdi khong cé nghia rang day s6 rét cuéc di xuéng dudi dudi « va tiép tuc 
nam du6i « dé. € cang nhd, d6 kho cua phép kiém tra sy hi tu cang tang va thoi 
gian phai chd cang lau. Nghi vé € nhu do dung sai, va tiép tuc lam gidm no. 

Dé nhan manh rang € dugc sinh ra tit bén ngoai chtt khong phai bén trong ban 
than day sé, Socrates cing cé kha ning chon n6. Dui € ma Ong Ay dé xuAt 1a gi di 
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nita, cAc a phai r6t cudc phai nhd hon. Sau ay nao do, tat ca céc a déu ném duéi 
dung sai €. Duéi day 1a phat biéu chinh xac: 


déi voi bat ky © nao, déu cé mét N sao cho an < € néu 
n>wN. 


Mot khi ban thau hiéu ¥ tudng nay, phan con lai dé dt. Hinh co N =3 va sau 
dé N =6. 


i 
Vi 2.6.1. Day so = 
I DU BY 80 55499 


rang 1,4,9,...,100,...lA cdc binh phuong cia cdc s6 nguyén dugng, va 2, 4,6,8,...,1024,... 
la cdc luy thita cha 2. 2” rét cudc tang nhanh hon n?, nhu trong ajo = 100/1024. 
Ty s6 di xuéng dudi bat ky € nao. 


LBS 
| eo 


... bat dau tang lén nhung di tdi khong. Cha y 


11 - : 
Vi Du 2.6.2. 1,0, 3 0, 3? 0,... tién tdi 0. Nhiing a nay khong giam dan (thuat 


ngit todn hoc cho tit tang dan ho&c gidm dan 1a “don diéu”), nhung gidi han cua 
ching van 14 0. Su lua chon € = 1/1000 sinh ra dap an ding: Tat ca céc s6 hang 
dttng sau ago01 déu nhé hon 1/1000. Vi vay N = 2001 cho e nay. 


Day so 1,—,-~,-,=,= .. la cham hon nhiéu—nhung né cfing héi tu tdi 0. 


Tiép theo chting ta cho phép cac ap 1A am cing nhu ducng. Ching c6 thé hdi 
tu vé khong tit mot phia hay hai phia cia khong. Phép kiém tra sy hoi tu van doi 
hdi phan dudi cia day a, di vao trong bat ky dai nao gan khong (va nim 6 trong 
do). Nhung bay gid day bat dau tai —e. 

Khodng cach tu khéng la gid tri tuyét doi \ay|. Vi vay an > 0 c6 nghia la 
|a,| + 0. Phép kiém tra su hdi tu trudc dé c6 thé dude Ap dung cho |a,|: 


déi voi bat ky © nao, déu cé6 mét N sao cho |a,| <« néu 
n>wN. 


Vi DU 2.6.3. 1,- 
tu tdi khong. 


,--- hdi tu tdi khong bdi vi 1, 


Ou] re 


11 ot 
2°3’ 4 


Chung ta chi can mot bude nhé dé tién sang cdc gidi han khac khong. Gidi han 
la L néu cdéc s6 a, — L héi tu téi khéng. Phép kiém tra su hoi tu vita rdi cla 
ching ta 4p dung cho gia tri tuyét déi |a, — L|: 


déi vdi bat ky © nao, déu cé6 mét N sao cho |a, — L| < € 
néun>wN. 


Day 1A dinh nghia cia su hoi tu! Chi c6 mot sé ludng hitu han cac a nam bén ngoai 
bat ky dai nao quanh L (Hinh 12.6.2). Ching ta viét a, > L hay lima, = L hay 


lim ay, = L. 
noo 
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L-e 
te i 4 i224 
F 4,4 )8888 - 
Lda ee 
= D 2 
HINH 2.6.2. ay, + 0 trong Vi du Gn + 1 trong Vi du 4; 
Qn, — oo trong Vi du 5 (nhung a,41 — an — 0). 
; . 235 7 x oe one eek 
Vi DU 2.6.4. Cac so ae ee hdi tu toi LD = 1. Sau khi trtr 1, cdc hiéu 
111 
PPE hoi tu tdi khong. Nhiing hiéu nay 1a |a, — L| 
Vi pu 2.6.5. Da pie ae ae vee khong hoi t 
0.0. ay so t rare on ou tu. 
~ Yy 2 2” 9 3’ 2 3 4 g . ry 
Khoang cach gitta cc s6 hang tré nén nhd hon. Nhung cdc s6 a1, a2, 43,... d6 di 


vudt qua bat ky gidi han L dudc dé xuat nao. S6 hang thit hai lA 15. S6é hang tht 


1 1 : Z : 
tu cong thém — + mt nén a4 di vuot qué 2. S6 hang thitt tam c6 bon phan so mdi 
1 1 11 1 1 1 41 


2 1 1 
gt gta tg 0 tong lon hon 2+ 5+ at 9 = 5 Vi vay as vugt qué 25. Them 


tam so hang sé c6 tong nhiéu hon tam lan Te nén ajg vuot qua 3. Cac dudng thang 


trong Hinh la dai v6 han, khong ditng tai bat ky L nao. 
x ‘ 1 1 1 
Theo ngén ngtt cla Chuong 10, chudi dieu hoa 1 + 5 + 3 + ri +--+ khéng hor 


tu. Tong la vo han, bdi vi cac “tong riéng” a, di qua méi gidi han L (aso00 1A vudt 
qué L = 9). Ching ta sé quay tré lai cc chudi v6 han, nhung vi du nay dua ra m6t 
diém vi diéu: Cac buéc gitta a, c6 thé tién tdi khong trong khi van c6 ap, — oo. 

Nhu vay diéu kién an41 — a, 3 014 khéng du cho su hoi tu. Tuy thé, diéu 
kién nay 1A can. Néu ching ta c6 su hoi tu, khi d6 an41 — an > 0. Day 1A mot bai 
tap tét vé tinh logic cia sy hdi tu, nhan manh sy khac nhau giifa “diéu kién dw” va 
“diéu kién can.” Ching ta thao luan logic nay dudi day, sau khi chttng minh rang 
[ménh dé A] kéo theo [ménh dé B]: 





(2.6.1) Néu [ay hoi tu tdi Lj, khi d6 [an41 — an hoi tu tdi khong]. 


CHUNG MINH. Béi via, hdi tu nén c6 mdt sé N sao cho ja, — L| < € va |anyi — L| < 
e déi vi moi n > N. Vi anii —Gy 1A tong cla Gn41 —L va D— apy, nén gia tri tuyét 
déi ctia no khong thé vudt qua € + € = 2e. Vi vay an41 — Gn tién tdi khong. 














Su phan doi bdi Socrates: Ching ta chi thu dudc két qua nim phia dudi 2e 
trong khi Socrates yéu cau ching ta dua ra két qua nam phia dudi e. Cau tra ldi 
ctia chting ta: Néu Socrates dac biét mudén |an41 — a@n| < 1/10, ching ta bat dau 
véi € = 1/20. Khi d6 2e = 1/10. Nhung manh khée nay 1a khong can thiét. Viéc 
nho hon 2e cing thuyét phuc nhu nhé hon e. 
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TINH LOGIC CUA “KHI” VA “CHI KHI”’ 


Trang sau dudc thém vao dé hé tr¢ ching ta vdi ngon ngit toan hoc. Trong ngén 
ngwt thong thudng, ching ta c6 thé ndi “Toi sé di néu ban goi.” Hay chting ta c6 thé 
noi “Toi sé di chi khi ban goi.” Hai cdch noi nay 1a khac nhau! Mot nha todn hoc 
tham chi c6 thé noi “Toi sé di khi va chi khi ban goi.” Muc dich cua ching ta la tu 
duy thong qua logic vi no quan trong va khéng qué quen thuéc véi ching ta 

Ménh dé A 6 trén kéo theo ménh dé B. Ménh dé A 1A an —- L; ménh dé B 1a 
An41 — Gn — 0. Todn hoc cé it nhat nam cach viét A > B, va toi nghi ban c6 thé 
thich ching dudc dat cing nhau. Viéc c6 qué nhiéu cdch biéu dién cho cing mot ¥ 
tudng duéng nhu 1a thiva thai, nhung viéc it da dang con lam cho cac tac gia cam 
thay kho chiu hon. Dui day la nim cdch viét ma ching ta sé nghi dén: 

A=>B 
A kéo theo B 
néu A, khi dé B 
Ala mot diéu kién du déi voi B 
Bla ding néu A 1a ding 


Vi DU 2.6.6. Néu [cdc sé duong 1A giam], khi do [ching hoi tu tdi mot gidi 
han]. 

Néulcac day s6 ay va bp, hoi tul, khi dé [day s6 a, + by hoi tul. 

Néu[f (zx) 1a tich phan cha v(x)], khi dé [v(x) 1A dao ham cia f(zx)]. 
Tat cA nhiing diéu trén déu la ding, nhung chua dugc chttng minh. A 1a gia thiét, 
B la két luan. 


Bay gid ching ta di theo hudéng ngugc lai. (N6 dude goi la “ménh dé dao,” chit 
khong phai lA ménh dé nguge.) Chiing ta hodn doi A va B. Tat nhién viéc phat biéu 
theo chiéu ngudc lai khong c6 nghia lA ménh dé dao 1a ding! B c6 thé kéo theo A, 
hoac khong thé. Trong hai vi du dau tién, ménh dé dao 1A sai—a, c6 thé hdi tu ma 
khong can phai la giam, va a, + bp, c6 thé héi tu khi cdc day s6 an va by khong hoi 
tu. Ménh dé dao ctia phat biéu tht ba 1A dang—va c6 thém nam cach dé phat biéu 
no: 
A<=B 
A dudc kéo theo bdi B 
néu B, khi dé A 
Ala mot diéu kién can déi voi B 
B la ding chi khi A la ding 
Ching ta khong phai lic nao ciing lam chi dugc céc tit “can” va “di” cing nhu 
cum tit “khi va chi khi.” Hai phat biéu A> B va A < B lA hoan toan khac nhau, 
va ca hai déu can dugc chitng minh. Diéu do c6 nghia 1a phai c6 hai chttng minh 
riéng biét. Nhung ching c6 thé dude cing phat biéu dé thuan tién (khi ca hai déu 
ding): 
ASB 
A kéo theo B va B kéo theo A 
Ala tuong duong véi B 


lopy duy logic quan trong hdn nhiéu so vdi € va 6. 
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Ala mot diéu kién can va dt déi voi B 
A la ding khi va chi khi B la ding 
Vi DU. [an > TL] (2a, 3 2D) S la, +15 241) 8 la, -L- 0]. 








CAC QUY TAC DOI VOI GIGI HAN 


Bo mon giai tich can mot dinh nghia cua gidi han, dé xac dinh dy/dx. Dao 
ham s6 nay chifa hai gidi han: Ar > 0 va Ay/Agx > dy/dzx. BO mon giai tich cing 
can cdc quy tac déi vdi céc gidi han, dé chitng minh quy tac tong va quy tac tich 
déi vdi céc dao ham. Ching ta da bit dau véi dinh nghia, va bay gidi ching ta bat 
dau véi cdc quy tac. 

Cho truéc hai day hdi tu, a, > L va b, + M, cdc day sé sau ciing héi tu: 


Phép cong: a, +b, > L+M ~ Phép trt: a, — b, ~ L- M 

Phép nhan: a,b, — LM Phép chia: a,/b, > L/M (véi diéu kién M 4 0) 

Chung ta kiém tra quy tac nhan bang cach ding mot dong nhat thitc thich hop: 

(2.6.2) ihc LM = Ge 1G, =) 4 Mla ALG — i), 

Gia stt ja, — L| < € déi vdi moi n > N nao dé, va |b) — M| < € déi véi moi n > N’ 

nao d6é khac. Khi d6, déi véi moi n lén hon cA N lin N’, vé phai ctia (2) 1a nhd, 

no nho hon €- ¢ + Me + Le.Diéu nay chttng minh rang (2) dua ra a,b, > LM. 
M6ét truéng hop ddc biét quan trong dé la can > cL. (Day sé g6m cac b 


la c,c,¢,c,...). Nhu vay mot hang sé c6 thé dude mang “ra ngoai” gidi han, dé dua 
ra limca, = climay. 





GIGI HAN CUA f(«) KHI «> a 


Buéc cudi cting do 1a thay cdc day sé bang c4c ham sé. Thay vi aj, a2, a3,... , 
cé mot oontinaunt gdm cac gid tri cua f(x). Gidi han dugc lay khi x tién tdi mot 
diém cu thé a (thay vi n > 00). Vi du: Khi x tién tdi a = 0, ham s6 f(x) = 4-2? 
tién téi L = 4. Khi x tién tdi a = 2, ham 5a tién toi L = 10. Nhitng phat biéu nay 
kha 1A hién nhién, nhung ching ta phai noi ching cé nghia 1a gi. Khong hiéu sao 
ching phai c6 nghia nhu sau: 
néu x la gan vdi a, khi do f(x) la gan voi L. 

Néu x — a 1a nhé, khi dé f(x) — a cing phai 1a nho. Nhu trudéc day, tiv nhé khong 
noi lén dudc moi tht. Ching ta thuc su muén ndi “nh6 tuy ¥’ hodc “nh6é hon bat 
ky € nao.” Hiéu f(x) — L phai tré nén nhé bao nhiéu cting duoc, khi x cang gan a. 
Trong truéng hop do, lim f(x) = L. Hay chiing ta viét f(x) > a khi x > a. 

Phat biéu nay kha 1a rac réi vi no lién quan dén hai gidi han. Gidi han x > a 
dang budc f(x) > L. (Truéc day, n + 00 buéc ay, — L.) Nhung néu ban hy vong 
dat dude € gidng nhau trong ca hai gidi han, ban dé nham réi. Ching ta khong va 
khong thé doi héi ring |a — a| < € kéo theo | f(a) — L| < e. Chting ta cé thé can 
phai day « dén cuc gan a (gan hon ¢). Ching ta phai dim bao rang néu x di 
gan a, khi do |f(x) — L| <«. 


13Nd: Trong ly thuyét tap hgp, continumm cé nghia cdc sé thuc, hoac sé luc ligng (v6 han) tudng 
tng. 
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Ching ta vita dén véi “dinh nghia epsilon-delta” cia gidi han. Truéc tién, 
Socrates chon e. Ong yéu cau ngudi ta phai ching td rang f(a) cach L khong qua 
e, d6i vi méi x gan a. Khi do, mot ai do khac (c6 thé 1A Plato) dap lai v6i mot sé 
6. Diéu nay dua ra nghia cia viéc “gan a.” Muc dich cia Plato do la dé giit f(x) 
cach L khong qua ¢€, bing cach gitt x cAch a khong qua 6: 


(2.6.3) néu 0 < |x —al < d(e), khi dé |f(x) —K| <e. 


Dung sai dau vao lA 6 (delta), dung sai dau ra lA e. Khi Plato c6 thé tim dudc mot 
6 déi vdi mdi €, Socrates thita nhan rang gidi han 1a L. 

Vi DU 2.6.7. Chitng minh rang lim 5a = 10. Trong truéng hdp nay, a = 2 va 

“> 

L=10. 
Socrates yéu cau |5a2 — 10| < . Plato dap lai vdi ddi hdi [a — 2| < 6. Ong nén chon 
5 nao? Trong trudng hgp nay, |5a — 10| ding bang 5 lan |a — 2|. Vi vay Plato lay 
6 nhé hon €/5 (mot 6 nho hon nifa cing OK thoi). Bat cit khi nado |a — 2| < €/5, 
phép nhan bdi 5 chifng td rang |5a — 10| < e. 

GHI CHU 2.6.1. Trong Hinh Socrates chon chiéu cao ctia hinh hop. No 
mé réng lén phia trén va phia dudi L, bdi sé nhdé e. Thit hai, Plato chon chiéu 
rong. Ong phai lAm cho hinh hop du hep dé dé thi cat cdc canh bén. Khi dé 
|f(x) -L] <e. 





f(a) > Lkhiza gidi han L khong phai la f(a) f(x) = ham bac thang 
F(a) ° ; 
Lt+e T és 
khong c6 gidi han L 
L khi «> a 
L-e 7 
> x > x > x 











a-6 até a a 


HinH 2.6.3. S chon chiéu cao 2e, khi dé P chon chiéu rong 20. 
D6 thi phai cAt cdc canh bén. 


Khi f(x) cé mét buéc nhay, hinh hop khong thé giit cho dé thi cét qua no duge. 
Mot ham bac thang khong cé gidi han khi x tién tdi budc nhay, bdi vi dé thi di qua 
phia trén hoaic phia dudi hinh hop—di hinh hop do cé hep thé nao di nifa. 


GHI CHU 2.6.2. Hinh thit hai c6 f(x) + L, bdi vi khi lay gidi han, chting ta 
khong dé y¥ dén diém cuéi citing x = a. Gia tri f(a) co thé la bat ky gid tri nao, 
ma khong anh hudng dén L. Hinh thit nhat con c6 thém mot diéu nita: f(a) = L. 
Khi do ching ta ap dung m6t cai tén dac biét—f la én tuc. Hinh bén trai cho 
thay mot ham lién tuc, nhting hinh khac lai khong cho thay diéu tuong ty. 

Ching ta sé s6m quay tré lai céc ham lién tuc. 


GHI CHU 2.6.3. Trong vi du vdi f = 52 va 6 = €/5, con sd 5 1a hé 86 géc. Su 
lua chon 1a vita di dé gitt cho dé thi nam trong hinh hop—no cAt tai cAc géc. Mot 
hinh hop hep hon mot chit, cu thé 1A 6 = €/10, va d6 thi ch&c chan c&t cdc canh 
bén. Mét su lua chon hop ly dé la chia € bdi 2| f'(a)|. (Ching ta nhan doi hé sé g6c 
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cho chac.) Toi mudén noi ly do tai sao 6 nay lai dugc—ngay ca khi phép kiém tra 
e-6 hiém khi dude ding trong thuc té. 

Ty s6 cia f(x) — L véi  — a la khoang cAch theo phuong diing trén khoang 
cach theo phuong ngang. Dé la Af /Az, gan vdi hé sé géc f’(a). Khi khoadng cach 
theo phudng ngang 1a 6, khoadng céch theo phuong ding 14 gan bang 6|f’(a)|. Gia 
tri nay bang ¢€/2 déi véi “su lua chon hgp ly” cla 6—nén ching ta chac chin nim 
dudi ¢«. Sy lya chon nay giai quyét hau hét cdc bai tap. Nhung vi du 7 cho thay 
rang mot gidi han van c6 thé ton tai ngay ca khi hé s6 géc 1a vo han. 


Vi DU 2.6.8. lim, var —1=0 (mét gidi han mét phia). 
xl 


CHU Y DAU CONG TRONG KY HIEU x > 17. S6 @ tién tdi a = 1 ché tue phia 
trén. Mot gidi han thong thuong x — 1 doi hoi ching ta nhan x tit hai phia cua 1 
(gid tri chinh xc x = 1 khong dugc xét). Vi cin bac hai ctia cdc s6 Am 1a khong 
c6 nghia, nén ching ta c6 modt gidi han mot phia. No la L = 0. 

Gia sit ¢ = 1/10. Khi do su dap lai c6 thé la 6 = 1/100. Mot s6 nim duéi 1/100 
c6 mot cin bac nam dudéi 1/10. Trong trudng hgp nay, hinh hdp phai dudc lam vo 
ciing hep, 6 phai nhé hon e rat nhiéu, béi vi ham cin bac hai b&t dau (tai géc toa 
d6) véi hé sé g6c vo han. 


Nhiing vi du trén cho thay diém then chét cia dinh nghia ed. (Cho truéc e, 
tim kiém 6. Diéu nay dudc dua ra béi Cauchy 6 Phap, chit khong phai 1A Socrates 
6 Hy Lap.) Ching ta cing thay diém han ché cia diéu nay: Phép thiy nay 1a khong 
thuan tién. Cac nha todn hoc khéng di quanh chi dé dua ra cdc € va dap lai bang 
cac 6. Ching tdi, nhitng nha todn hoc, c6 thé s6ng moét cudc sdng lap di nhung 
khong dén néi lap di nhu vay. 

Sé dé dang hon nhiéu néu ching ta thiét lap mot lan va mai mai rang 5a tién 
tdi gidi han hién nhién 5a cua no. Diéu tudng tu cing ding déi véi cAc ham quen 
thudc khéc: 2” > a” vA sing > sina va (1— 2)7' > (1 — a)~'—2ngoai trit tai 
a= 1. Gidi han dting L duoc sinh ra bang cach thé x = a vao ham sé. 
Diéu nay chinh 1a tinh chat cia mot ham lién tuc. Trudc khi budc vao muc vé 
céc ham lién tuc, ching ta chitng minh Dinh ly Kep bang cach ding € va 6. 





PHAT BIEU 2.6.1 ( Dinh ly Kep). Gia stt f(x) < g(x) < h(x) déi vdi x gan a. 
Néu f(x) > L va h(x) > L khi x > a, khi do gidi han cia g(x) cing 1a L. 


CHUNG MINH. g(a) bi kep gitta f(x) va h(x). Sau khi tri L, g(x) — L nim gitta 
f(a) — L va h(x) — L. Vi vay 


|g(x) — L| < € néu |f(x) — L| <e va 





h(a) — L| <e. 


Déi véi bat ky € nao, hai bat dang thitc sau cting ding trong mot mién 0 < |x — al < 
6 nao do. Vi vay bat dang thitc dau tién cing ding. Diéu nay chttng minh g(x) > L. 
Cac gid tri tai c = a khong lién quan 6 day—cho dén khi ching ta dén véi céc ham 
lién tuc. 














BAI TAP 2.6 


2.6. GIGI HAN 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 


Gidi han ca a, = (sinn)/n la __a 
Gidi han ciia an = n*/2" 1a _b_. Gidi han 
cla Gn = (—1)" la_c_.. Ky hiéu an > 0 
co nghia IA: Chi __d_ cac sé |an| c6 thé 

e_. Ky hiéu an > L c6 nghia la: Déi vdi 
moi_f ,co6mdt_g saocho_h__ néu 


E 1 j ee | 
i. Day so1,1+=,14+ =-4+,... 
n>_i ay so l, tT oe 
khong la __j___ bdi vi r6t cudc cac tong dd 
cing di vudt qua __k 





Gidi han cia f(x) = sing khi x > a 
la_1_ . Giéi han cha f(#) = 2/|a2| khi 
xz —> —2 la _m_, nhung gidi han khi 
x—+Okhéng _n_. Ham sé nay chi cé gidi 
han _o_ phia. Ky hiéu lim f(x) = L cé 
nghia lA: Déi cdi mdi €, c6 mdt 56 sao cho 
|f(z) —L| <e bat ct khinao__p_. 


Hai quy tac déi véi gidi han, khi an > 
Leva b, > M, la an + bn > q va 
anbn + _r__. Cac quy tac tuong ting déi 
v6i cAc ham s6, khi f(x) + L va g(x) > M 
khiz—>a,la_s va __t_. Trong tat ca 
cac gidi han, jan — L| hoac |f(x) — L| rét 
cudc phai di xuéng dudi va__u___ bat ky sé 
duong _v___ nao. 





A => B co nghia rang A 1a mot diéu 
kién w cta B. Khido B la ding _ x 
A ding. A © B c6 nghia rang A 1a mét 
diéu kién _y cia B. Khi do B 1a ding 

z A dung. 

2.6.1. Héi ag va héi gidi han L? Déi véi 

tat ca cAc n sau so N nao, |an — L| < a’ 


(Dude phép ding may tinh cam tay) 








1 

(a) 1,+ ee 

tol, Tadd. a 
years 

yk Snes n= n/2 
() Fo. 8 edn =n/ 
(d) 1.1, 1.11, 1.111, 
(e) an = Vn 
(f) an =Vn?+n-—n 

iis ie 

1+1),(14 ,(4 ; 

(g) 1+1),0+5),(1+ 3) 


2.6.2. Chitng to bang vi du rang cdc 
phat biéu sau day Ia sai: 
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(a) Néu an + L va bn 3 L, khi d6 
an/bn > 1 

(b) an + L khi va chi khi a2 > L? 

(c) Néuan < Ovaan > L, khido L < 0 

(d) Néu c6 vo han céc an nim trong 
m6i dai quanh khong, khi d6 a, > 0. 


2.6.3. Ménh dé nao sau day 1a tuong 
duong v6i B > A? 

(a) Néu A 1a ding, B ciing 1a ding 

(b) A la dang khi va chi khi B 1a ding 

(c) B la diéu kién di cha A 

(d) A 1a diéu kién can cia B. 

2.6.4. Ménh dé nao sau day 1a tuong 
duong v6i B > A? 

(a) Néu A 1a ding, B ciing 1a ding 

(b) A la ding khi va chi khi B 1a ding 

(c) B la diéu kién di cha A 

(d) A la diéu kién can cia B. 

2.6.5 (*). Néu day 86 a1, a2, a3,... tién 
t6i khong, chttng minh rang ching ta cé thé 
sip cdc s6 dé theo bat ky thi ty nao va day 
sO mdi van tién tdi khong. 

2.6.6 (*). Gia stt f(a) > L va g(x) > 
M khi«x — a. Chitng minh tt cac dinh nghia 
rang f(x) +9(@) > L+M khiz-a. 


Tim cac gidi han 12.6.712.6.24 néu 
ching tén tai. Khéng doi hdi phai 
ding «-d. 











, t+3 
2.6.7. lim 29 
2 
2.6.8. ne ace 
#52 §—2 
2.6.9. lim fea =e) (can than) 
z—>0 h 
2.6.10. jim SA+%)— f) 
hh h 
. 2 2 
. sin* hcos*h 
2.6.11. lim n2 
rei ye 
z>0 sing 
ge I tee os 
2.6.13. 1 — t ph 
6.13 Eger (mét phia) 
2.6.14. lim lal (m6t phia) 
xz7>0- & 
2.6.15. lim ~~~ 
asl i 
2.6.16. lim LI-F@) 
7 : cla c—-a 
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2.6.17. lim 212° 
z>5 £5 
x? — 25 
2.6.18. lim 
a5 e—5 
56510: die ea 
«2-0 v 
01) 
2.6.20. lim V2=* 
x72,/6+2 
2.6.21. lim[f(x) — f(a)](?) 
rea 
2.6.22. lim (seca — tan x) 
zn /2 
sin x 
2.6.23. jim ne 
ry gs ce) 
xl ry — 1 
: 1 ; 
2.6.25. Chon 6 dé |f(x)| < 700 néu 
O0<a<o6. 
f(x) = 10x 
f(x) = Va 
f(x) = sin 2x 


2.6.26. Khang dinh nao sau day lA 
dinh nghia cua gidi han? 
(1) 
|f(x)- Ll <e 
>0<|x-al<o 


(2) 


|f(x)-Ll<e 
<0 <|x-al<o 


|f(x) -L| <e 
30 < |x-—al <6 


2.6.27. Dinh nghia cua “ f(a) > L khi 
x — oo” dé la: Déi véi bat ky € nao, déu cd 
mot X sao cho <enéuaz> X. 
Dua ra mot vi du ma f(x) > 4 khi x > oo. 


2.6.28. Dua ra mot dinh nghia ding 
cua “ f(a) > 0 khi x + —o0.” 

2.6.29. Gidi han cia f(x) = sina/x 
khi zt > ow 1a . Déi vdi « = .01, 
tim mot diém X ma sao cho déi véi moi 
> X,|f(@)l<e. 
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2.6.30. Gidi han cia f(x) = 2a/(1+2 
khi « > oo 1A L = 2. Déi véi « = .01, tim 
mot diém X ma sao cho déi véi moi « > X, 
| f(z) —2| <e. 

2.6.31. Gidi han cia f(x) = sing khi 
x — oo khong tén tai. Gidi thich ly do tai 
sao lai khong t6n tai. 

2.6.32 (May tinh cam tay). Uéc lugng 
gidi han cua (1+ —)” khi xz > oo. 

x 


2.6.33. Déi vdi da thite f(x) = 2a — 
Ba? + 7x, tim 


(a) lim f(«) (c) im £) 
b) lim f(x pica t= 
( vase () (c) lim f(z) 


2.6.34. Déi véi f(a) = 6x? + 10002, 





tim 
(a) lim f@) (c) lim f(a) 
(by si (sin 2) 





zoo 2—+oo 73 +1 


QUY TAC QUAN TRONG. Khi x > 
oo ty s6 ctia cdc da thite f(x)/g(x) c6 cing 
gidi han vdi ty s6 cua cdc sé hang dan dau 
cia ching. f(x) = x* — x +2 c6 sé hang 
dan dau 2° va g(x) = 5a°+a+41 c6 sé 
hang dan dau 52°. Vi vay f(x)/g(a) hanh 
xtt nhu «2° /52° > 0, g(x)/f(«) hanh xt nhu 
5a°/x® — 00, (f(#))?/g(a) hanh xt nh 
a /5a° > 1/5. 

2.6.35. Tim gidi han khi x > oo néu 
no ton tai: 


3a? +2a+1 x” + 1000 

3 42x 4+ x2 ax? — 1000 
at 2 

— xsin—. 

3 + 2 £ 


2.6.36. Néu cd mot 5 cu thé dé 
| f(x) — L| < e, tai sao viéc chon mot 6 nhd 
hon la OK. 

2.6.37. Téng cia 1+r+r?+---+r"—" 
la an = (1—r”")/(1—1). Hi gidi han cia 
an khi n > oo? Hi gidi han tén tai déi vdi 
r nao? 

2.6.38. Néu an > L, chttng minh rang 
cé mét sé N véi tinh chat sau: Néu n > N 
va m > N, khi d6 Jan —am| < 2e. Day 1a 
phép kiém tra cia Cauchy déi véi su héi tu. 


2.7. HAM LIEN TUC 


2.6.39. Du chit sé thap phan nado xuat 
hién tiép theo sau di nita, a1 = .4,a2 = 
.49.a3 = .493,... cting van tién tdi mét gidi 
han L. Lam thé nao dé ching ta biét dudc 
diéu nay (khi ching ta khong thé biét L)? 
Ching ta ding phép kiém tra ctia Cauchy: 
cAc a tién gan hon véi nhau. 

(a) Tu aa tré én, 
|Qn —Qm|<_ 

(b) Jan — @m| < 107" ké tit ay nao tré 
lén? 


ching ta co 


2.6.40. Chon cdc sé thap phan trong 
Bai todn 39 dé gidi han 1A L = .494. Chon 
cdc s6 thap phan dé gido su ctia ban khong 
thé tim thay L. 

2.6.41. Néu mdi sé thap phan 
trong .abcde--- dudc chon ngéu nhién tiv 
0,1,...,9, hoi gidi han “trung binh” cua LD? 

2.6.42. Néu mdi sé thap phan 1A 0 hoac 
1 (ngau nhién), hoi gidi han trung binh cta 
L? 
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2.6.43. Gia st an = sant +4 va bat 


dau ttt a1 = 10. Tim az va ag va mot su lién 
hé gitta a, — 8 va an_1 — 8. Suy luan rang 
Qn — 8. 


2.6.44. “D6i véi mdi 6, déu cd mét e€ 
sao cho |f(x)| < € néu |x| < 6.” Phép kiém 
tra su hdi tu duoc bién déi quanh. Tim « 
khi f(x) = cosz, ham sé nay khéng héi tu 
tdi khong. 


2.6.45. Chitng minh Dinh ly Kep déi 
véi day sé bang cAch ding e: Néu an > L 
vA Cn 3 L va an < bn X Cn d6i Vin > N, 
khi do 6, > L. 


2.6.46. Giai thich trong vong 110 ti 
su khac nhau gitta “ching ta sé dén do néu 
ban véi” va “ching ta sé dén do chi khi ban 
va “ching ta sé dén no khi va chi khi 
ban voi.” 


voi” 


2.7. Ham Lién tuc 


Day sé 14 mot muc ngin gon. Muc nay ban dau bao gdm ca cdc gidi han, nhung 
su két hdp nhu vay lam cho no tré nén qua dai. Ching ta van quan tam dén cac 
gidi han ctia f(x) khi 2 — a, nhung bay gid cé thém mot con sé mdi. Con s6 dé 
la f(a), gid tri cia f tai x =a. Déi vdi mot “gidi han,” x tién téi a nhung khong 
bao gid bang a—nén f(a) d& dudc b6é qua. Déi vdi mot “ham lién tuc,” con sé cudéi 
ciing ma ching ta phai quan tam trong chuong nay f(a) phai ding bang gidi han 


cua f(x) khi a > a. 


Liéu tdi co thé tom tat tinh hu6éng thong thudng (tét dep) khi x tién tdi a? 


S6 f(a) tdn tai (f duge xc dinh tai a) 
Gidi han ctia f(x) tdn tai (n6 da dudc goi 1a L) 
Gidi han L bang f(a) (f(a) la gia tri ding) 


Trong mot truéng hop nhu vay, f(x) la Kén tuc tai x = a. Nhung diéu kién nay 
thudng dugc viét trong chi mot hang: f(x) > f(a) khi « > a. Bang cach phan 
chitng, ching ta hay bat dau véi bén ham s6 ma khdéng lién tuc tai x = 0. 
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Hino 2.7.1. Bé6n kiéu gidn doan (van con nhiing kiéu khac) tai 
z=0. 


Trong Hinh [2.7.1] ham dau tién sé 1a lién tuc néu cé f(0) = 0. Nhung no lai 
co f(0) = 1. Sau khi thay ddi f(0) vé gia tri dang, van dé sé duce giai quyét xong. 
Diém gidn doan lA bé dugc. Cac vi du 2, 3, 4 1A quan trong hon va kho hon. Khong 
c6 gid tri “ding” nao déi véi f(0): 

2. f(a) = ham bac thang (nhay tir 0 tdi 1 tai x = 0) 

3. f(z) = 1/2? (gidi han vo han khi x > 0) 

4. f(x) =sin(1/x) (giao déng v6 han khi x > 0). 

Cac dé thi cho thay cdc gidi han khong thé tén tai nhu thé nao. Ham bac thang 
c6 mot diém gidn doan nhdy. No c6 cdc gidi han mét phia, tit bén trai va 
bén phai. N6 khong c6 mot gidi han thong thudng (hai phfa). Gidi han tw phia trai 
(2 + 07) 1a 0. Gidi han tit phia phai (2 > 0) 1a 1. Mot ham bac thang khac dé 
la «/ |x|, ma nhay tv —1 tdi 1. 

Trong d6 thi cia 1/27, gidi han hop ly duy nhat lA L = +00. Toi khong thé néi 
mot cAch chinh thtic rang gidi han nay ton tai. Mot cAch chinh thttc, gidi han nay 
khong tén tai—nhung ching ta thudng viét no nhu thé 1A no ton tai: 1/a? > 00 
khi x — 0. Diéu nay c6 nghia rang 1/2? tién tdi (va 6 trén) mdi L khi « > 0. 

Bang cach ding cach viét khong chinh thttc tuong tu, ching ta viét gidi han 
mot phia déi vdi f(x) = 1/2: 


1 1 
(2.7.1) Tw phia trai, lim — = —oo. TU phia phai, lim — = +oo. 
z0- & 20+ & 


GHI CHU. 1/2 c6 mét “cue diém’ tai x = 0. 1/x? cing c6 mot cuc diém (mot 
cuc diém bdi kép). Ham sé 1/(a? — x) c6 cdc cute diém tai 2 = 0 va « = 1. Trong 
timg trudng hop, mau sé di tdi 0 va ham s6 di téi +oo hoac—oo. Tuong ty 1/sinx 
co mot cuc diém tai méi bdi sé cla 7 (tai do sin x bang khong). Tat ca cdc cute diém 
vita ké trit cuc diém cha 1/a7déu 1A “don gidn”—cac ham sé 1A hoan toan tron tai 
x = 0 khi ching ta nhan ching bdi «: 

(c)(=) = 1 v8 (2)(—) = — wa (a) 


xz ux a-l1 








——) ]a lién tuc tai x = 0. 
sin xz 
1 jx” c6 mot cuc diém bdi kép, vi né cin phép nhan béi x? (chit khong chi 1a z). 
Mot ty sé cia cdc da thite P(x)/Q(x) c6 cuc diém tai noi Q = 0, vdi diéu kién bat 
ky cdc nhan ttt chung nao nhu (x + 1)/(a + 1) déu bi khii trudc tién. 

Cac bude nhay va cdc cuc diém 1a cdc kiéu diém gidn doan co ban nhat, nhung 
nhitng kiéu diém gidn doan khac van c6 thé xay ra. D6 thi thit tu cho thay rang 
sin(1/x) khong c6 gidi han khi x > 0. Ham s6 nay khong bing né; vi ham sine 
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1 1 1 : 
kh6ng bao gid vudt qua 1. Tai = = va a no bang sin3 va sin4 va 


a a ™ 7000" 
sin 1000. Nhitng s6 nay lA duong va 4m va (?). Khi x tré nén nhd, 1/z tré nén Ién, 
ham sine dao dong cang lic cang nhanh. D6 thi cla né khéng bao gid nim yén 
trong mot hinh hép nho cé chiéu cao e, di hinh hép dé cé hep nhu thé nao di nifa. 





HAM LIEN TUC 


DINH NGHiA. f la“lién tuc tai x = a” néu f(a) dude xdc dinh va f(x) > f(a) 
khi « > a. Néu f 1a lién tuc tai méi diém ma tai do n6 dudc xdc dinh, nd 1A mot 
ham lién tuc. 


SU PHAN DOI. Dinh nghia nay lam cho ham s6 f(z) = 1/z 1A mot ham lién tuc! 
No khong dugc xac dinh tai x = 0, nén tinh lién tuc cla no khong thé sai. Logic 
doi héi ching ta ch4p nhan diéu nay, nhung ta khéng can phai thich no. Chac chan 
la khong c6 f(0) nao ma sé lam cho 1/2 lién tuc tai x = 0. 

That kinh ngac nhung ding 1a dinh nghia cia “ham lién tuc” van la mot chi 
dé gay tranh luan (tap chi Gido vién Toadn hoq!4| thang 5 nim 1989). Ban sé thay 
dugc ly do cho su tranh cai nay—ching ta da noi vé mot diém gidn doan cia ham 
so 1/x, nhung déng thi cting goi n6é 14 mot ham lién tuc. Dinh nghia cia ham lién 
tuc 6 trén thiéu su khac nhau gitta 1/a va (sinw)/x. Ham 86 (sinx)/x cé thé dugc 
lam thanh lién tuc tai moi x. Chi can dat f(0) = 1. 

Ching ta goi mot ham sé la “kha Lién tuc” néu su xdc dinh cia no c6 thé 
duoc m6 rong cho moi x theo cach ma lam cho ham dé lién tuc. Nhu vay (sin «)/a 
va x la kha lién tuc. Cac ham sé 1/a va tan x 1A khong kha lién tuc. Dé xuat nay 
c6 thé khong du dé két thic cuéc tranh luan, nhung toi hy vong no phan nao gitip 
ban hiéu r6 dinh nghia cua ham lién tuc. 


Vi DU 2.7.1. sina va cosa va tat ca cdc da thttc P(x) déu 1a céc ham lién tuc. 


Vi pu 2.7.2. Ham gia tri tuyét déi |z| 1A lién tuc. Hé sé géc ctia n6é cé nhay 
(khong kha lién tuc). 


Vi Du 2.7.3. Bat ky ham hitu ty P(x)/Q(x) nao déu 1a lién tuc tai moi noi 
ngoai trt tai noi Q = 0. 


Vi pu 2.7.4. Ham s6 ma nhay gitta 1 tai cdc s6 hitu ty va 0 tai cdc s6 v6 ty 1A 
gian doan khdap noi. Gitta hai sé vo ty bat ky ludn cé mot sé hitu ty vA ngu¢e 
lai. (Khong hiéu sao cé nhiéu sé vo ty hon sé hitu ty.) 


Vi DU 2.7.5. Ham sé (ail bang 0 déi vdi méi x, ngoai trit tai c = 0 ndi ma tai 
do 0° khong dusec xac dinh. Vay néu 0° dugc xc dinh bang khong, khi d6 ham sé 
nay 1a lién luc. Nhung hay nhin vao thao luan trong doan sau trong dé 0° dude xac 
dinh bang 1. 


Chung ta cé thé danh toan bd néi dung ctia cuén sdch nay dé dé cap dén cdc 
chitng minh cua tinh lién tuc, nhung tinh huéng dién ra thuéng kha r6 rang. Mot 
ham so 1a lién tuc néu ban co thé vé do thi cia néd ma khong can nhac bit réi khdi 
phan dé thi vita dudc vé.” Tai mot diém gidn doan nhay, ho&c tai mdt gidi han vo 
han, hoadc tai mot dao d6éng vé han, khéng co cach nao dé di ngang qua qua diém 
gidn doan trit khi bat dau 6 phia bén kia cia diém gidn doan. Ham sé x” 1A lién 


14Tap chi Gido vién Todn hoc (tiéng Anh: Mathematics Teacher). 
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tuc déi véi n > 0. N6 khong kha lién tuc déi véi n < 0. Ham 2° bang 1 déi véi mdi 
x, ngoai trtt tai c = 0 ndi ma tai dé 0° khong dudc xéc dinh. Lan nay tinh lién tuc 
ddi hdi 0° = 1. 

Cac vi du tha vi nhat lai chinh 1a nhitng vi du gan giii nhat—chung ta da thay 
hai trong sé ching: 


poe! 
VinUD7 6. Wee Beads aa Hen tue tare 





x x 
Nhiing ham s6 nay rat quan trong vi chting 1A nhting thanh phan khong thé thiéu 
dé tinh hé sé goc cia sina. Ham sé thit nhat tién tdi 1 va ham sé thit hai tién tdi 0. 
N6i mot cach chinh x4c, ching ta phai dua cho nhiing ham s6 nay cac gid tri ding 
(1 va 0) tai diém gidi han « = 0—tAt nhién ching ta da lam vay. 

Viéc biét duoc diéu gi sé xay ra khi c4c mau s6 ducgc thay déi thanh 2? cing 
rat quan trong. 

Vi pu 2.7.7. = bing né nhung aoe c6 gidi han ; tai x =0. 
Vi (sinz)/a tién tdi 1, nén viéc chia ham s6 nay béi mot x nifa sé cho ching ta 
mot ham s6 tuong tu nhu 1/x. Co mot cuc diém don. No 1A mot vi du co dang 
0/0, trong do x? tién tdi khong nhanh hon sin x tién tdi khong. “Cudc chay dua tdi 
khong” tao ra hau nhu tat ca cdc van dé tht vi vé gidi han. 

Déi voi 1 — cosx va x”, cudc chay dua tdi khong gan nhu ngang nhau. Ty sé 
cua ching 1a 1 so véi 2: 

1— cosa 1— cos? x sin? & 1 1 


= = : S 
x? x?(1+ cos x) x l1+cosx 141 











khi x > 0. 


1 ‘ : “3 R y 
Dap an 5 nay sé dudc tim thay mot lan nita (nhung dé hon nhiéu) bdi “quy tic 


V’H6pital.” 6 day t6i nhan manh khong phai lA dap 4n ma chinh 1A ban than bai 
todn. Mot cau hdi trong tam cla giai tich vi phan do 1a biét duoc gidi han duoc 
tién tdi nhanh nhu thé nao. Téc dé tién tdi gidi han chinh la théng tin trong 
dao ham. 

Ba vi du sau déu IA lién tuc tai 2 = 0. Cudc chay dua téi khong bi kiém soat 
bdi hé so g6c—bdi vi f(x) — f(0) 1a gan bang f’(0) lan a: 

dao ham cta sing lal © sina giam nhu x 
dao ham cia sin?21a0 << sin? x gidm nhanh hon x 


1/3 


dao ham cia z!/? Aco oe! /8 gidm cham hon zx kha nhiéu 


HAM KHA VI 


Ham gia tri tuyét déi |x| 1a lién tuc tai 2 = 0 nhung khong c6 dao ham tai do. 
Diéu tuong tu cing xdy ra déi voi r?. Dé mét ham 86 c6 dao ham, n6 phdi 
thoa man nhiéu diéu kién hon dé né la lién tuc. L¥ do kha 1a co ban, va dua 
ching ta tré lai cAc céc dinh nghia then chét: 


Lién tuc tai x :f(«+ Ax) — f(x) > 0 khi Ax > 0 


Dao ham tai x es Aa) — LORE een ne Cee 
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Trong trudng hop thit nhat, Af tién tdi khong (c6 1é tién tdi khong mot c4ch cham 
rai). Trong truéng hgp thi hai, Af tién téi khong nhanh nhu Ax tién tdi khong 
(bdéi vi Af/Ax c6 mot gidi han). Yéu cau c6 dao ham 1a manh hon yéu cau lién 
tuc: 

PHAT BIBU 2.7.1. Tai mot diém ma tai do f(x) cé dao ham, ham sé phai lién 
tuc. Nhung f(a) c6 thé 1a lién tuc ma khong can phai c6 dao ham. 

CHUNG MINH. Gidi han cia Af = (Ax)(Af/Az) 1a (0)(df/dx) = 0. Vay f(a+ 
Az) — f(x) > 0. 














; 1 4 
Ham sé «1/3 khéng cé dao ham tai + = 0, bdi vi qe bing no. Ham gia tri 


tuyét déi |z| khong c6 dao ham bdi vi hé sé géc cia né nhay. Ham sé dang chi ¥ 





5 cos 3x 4 4 cos9x +--+ la lién tuc tai moi diém nhung lai khong c6 dao ham tai 


bat ky diém nao ca. Ban c6 thé vé dé thi cia n6 ma khong can nhac bit rdi khdi 
phan d6 thi vita dudc vé (nhung dé lam nhu vay lai khong dé chit nao—d6 thi ddi 
hudng tai mdi diém). V6i hau hét moi ngudi, ham sé nay c6 quan hé véi cdc dudng 
cong pht kin khong gian va cdc dién tich khong do dugc—tat cd nhiing diéu nay 
tao nén mot cai hdp véi day nhitng thit mdi la. Cac Fractal thudng dude dat chung 
vao mot cdi h6p nhu vay! Ching cé hinh dang dep, v6i céc duéng bién khéng cé 
céc tiép tuyén. Ly thuyét vé fractal 1A rat s6ng dong do nhitng suy luan todn hoc 
dep dé, va ching ta sé tiép xtc véi noé trong Muel3.7| 

Toi hy vong ban cé mét nhan dinh r6 rang vé cdc dinh nghia cd ban sau cia 
giai tich: 

(1) Gidi han (n> & hodc x - a) 

(2) Tinh lién tuc (tai x =a) 

(3) Dao ham (tai x — a). 
Nhitng dinh nghia nay dua ching ta quay tré lai « va 6, nhung hiém khi ching ta 
phai ding dén ching qué nhiéu. Tuong ty nhu viéc kinh té hoc mo ta nhiéu giao 
dich, hay stt hoc m6 ta nhiéu sy kién, mot ham s6 cing dudc m6 ta béi nhiéu gid 
tri f(x). Mot vai diém co thé mang trong minh sy dac biét chang han nhu nhitng 
cudc khiing hoang thi trudng hay cc cudc chién hay cdc diém gian doan. Tai cac 
diém khac, df /dz lai 1d kim chi nam tét nhat dé tiép cin ham sé. 

Chuong nay két thic véi hai viéc chinh yéu vé mét ham lién_tuc trén mét 
khodng déng. Xét khoang a < x < b, duc viét don gian 1a [a, of] Tai cdc diém 
mut a va b, ching ta doi hdi f(x) tién tdi f(a) va f(b). 

TINH CHAT GIA TRI CUC TRI. Mot ham lién tuc trén mét khodng dong httu 
han [a,b] c6 mét cuc dai M va mét cuc tiéu m. C6 cdc diém tmax VA Zmin thudc 
[a,b] mA tai dé ham sé dat dude cic dai va cuc tiéu nay: 

f(@max) = M > f(x) > f(amin) = m di vdi moi x thudc {a, d}. 

TINH CHAT GIA TRI TRUNG GIAN. Néu sé F nam gitta f(a) va f(b), co mot 
diém c gitta a va b dé f(c) = F. Nhu vay néu F nam gitta cuc tiéu m va cue dai 
M, c6 mot diém ¢ gitta tin VA Lmax dé f(c) = F. 

Cac vi du cho ching ta thay ly do tai sao ching ta yéu cau phai c6 cdc doan 
dong va cdc ham lién tuc. Déi véi 0 < x < 1, ham sé f(a) = x khong bao gid 


15khoang [a,b] 1A déng (gdm ca cdc diém mit). Khoang (a,b) 1A mé (khong tinh hai diém mit 
a va b). Khoang v6 han [0, 00) chtta moi x > 0. 
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dat dude cuc tiéu (khong) cia no. Néu ching ta lam cho khoang tré thanh khoang 
dong bang cach xdc dinh f(0) = 3 (gidn doan), cuc tiéu van khong dude dat tdi. 
Do diém gian doan nhay, nén gid tri trung gian F = 2 cing khong duce dat tdi. 
Ching ta khong thé 16 di ¥ tudng vé tinh lién tuc, nhat JA sau khi Cauchy xac dinh 
y tudng vé mot gidi han. 


BAI TAP 2.7 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 2.7.3. f(a) = cx =x <0 
2cx «x >0 
Tinh lién tuc doi hdi _ a cia f(x) 

SS . . . S 2 1 
ton tai en x => ava bang b : Ly do id, fh ceo an < 
x/ |x| khong lién tuc taix = 01a _c¢ Qcx x > 1 
Ham sé nay co cac gidi han _d_. Ly do 


1/cosaz gidn doan tai__e la _f .Lydo 2.7.5. f(x) = 
cos(1/a) gin doan taix=01a_g . Ham 
sé f(z) = _h__ c6 mot cuc diém don tai 7 


x = 3, tai do 7? c6 mét cuc diém _i_. 2.7.6. f(x) = 


Liy thiva x” 1A lién tuc tai moi x véi 
diéu kién n 1A j__. No khéng c6 dao ham 2.7.7. f(x) = 
taic=Okhinla_k_. f(x) =sin(—2)/ax 


tién téi 1 khi x — O, nén day 1A mot 





een ; a «#0 
ham __m __ véi diéu kién ching ta xac dinh 2.7.8. f(x) = 
f(0) = _n_. Mot “ham lién tuc” phai 1a eae 
lién tuc tai tat cA __o . Mot “ham s6 kha sin x 
lién tuc” cé thé duoc mé rong cho méi x dé 2.7.9. f(a)=4 «x? al 
c xz=0 


p_. 
Neu f c6 mot dao ham tai x = a, khi 2.7.10. f(x) = rte @<e 

do f nhat thiet la__q__taiz = a. Dao ham 
kiém soat téc do f(a) tién téi _r__. Trén 
mot khoang dong [a,b], mot f lién tuc cé 2.7.11. f(z) 
tinh chat gia tri__s va tinh chat gia tri 
t_.N6dat uM ctanédva _v mm 


cua nd, va no nhan tat ca cdc gid tri__w 


fey 
8 

YK 
nS 





<0 
2742 fej\=2° "= 
Trong Bai tap|2.7.142.7.20) tim cac 


sé c dé f(x) tré thanh (A) mét ham { TP 





lién tuc va (B) mét ham kha vi. Trong 2.7.13. f(x) 
mot trudng hop nay, f(r) > f(a) tai 
m6i diém, trong trudng hgp kia Af /Az 
cé mot gidi han tai méi diém. 2.7.14. f 





8 
= 
I 


tan x 
c x21 





i 1 
2.7.1. wey = {"* w< 
2.7.15. f 


8 
= 
| 
ie) 
8 
| 
oO 


cos?a aAér 





2.7.2. f(a) = 


a 
8 

IN 
oO 


e aime 2.7.16. f 


8 
= 
I 


2.7. HAM LIEN TUC 


c+cosxz 





0 

2.7.17. f(x) = x oe 

0 x=0 
2.7.18. f(x) = |x +e 

(sinz — x) 
2.7.19. f(x) = xe B70 

0 xz=0 
2.7.20. f(x) = |x” + "| 


Xay dung ham sé f(x) cia riéng 
ban v6i nhiing su giadn doan sau tai 
x=1. 


2.7.21. Gian doan bo dudc 
2.7.22. Dao dong vo han 


2.7.23. Gidi han khi « > 1+ tén tai, 
gidi han khi x > 1” khong tén tai 


2.7.24. Mot cuc diém boi hai 
2.7.25. lim f(a) =4+ lim f(z) 
rl x—it 
2.7.26. 
lim (w ~ 1) f(«) = 0 
2.7.27. lim (a —1)f(«) =5 


nhung 


2.7.28. Phat biéu “32 > 7 khi x > 1” 
la sai. Chon mét sé € ma déi vdi nd, ching 
ta khong tim dugc gia tri 6 nao. Phat biéu 
“3¢ + 3 khi x > 1” 1A ding. Déi véi e = 5 
chon mot 6 phi hop. 

2.7.29. Co bao nhiéu dao ham 
f', f”,... la cdc ham kha lién tuc? 
(a) faa” 
(b) f = 2°/? sine 
(c)f = (sina)°/? 

2.7.30. Tim cac gidi han mét bén tai 
nhiing diém ma tai d6 khong c6 gidi han 
hai bén. Dua ra cong thttc ba-khoang déi 
voi ham sé (c). 


2.7.31. Cho f(1) =1 va f(-1)=1va 
f(x) = (a? — x)/(x? — 1) trong trudng hop 
con lai. Quyét dinh liéu f c6 1A lién tuc hay 
kh6ng tai 


xr=1 


(a) () 2 =-1. 
(b) «=0 
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2.7.32 (*). Cho f(x) = a’ sin1/a déi 
véi x £0 va f(0) = 0. Néu cac gidi han tén 
tai, tim 

(a) lim f(a) 

x—O 
(b) df/dx tai x =0 
(c) lim f’(x). 

x0 


2.7.33. Néu f(0) = 0 va f’(0) = 3, 
sp xép cdc ham s6 sau tit nhé nhat dén én 
nhat khi x gidm vé khong: 


f(x), x, 
f(x) +2@,  2(f(x)— 2), 


2.7.34. Tao ra mot ham gidn doan f(z) 
x 2 er eee 
ma f~ (a) lai la lién tuc. 


2.7.35. 
dé minh hoa: 

(a) Néu f(a) 1a lién tuc tai moi x, n6 
cé mét cuc dai M. 

(b) Néu f(x) < 7 déi vdi moi x, khi do 
f dat cuc dai cia no. 

(c) Néu f(1) =1 va f(2) = —2, khi do 
f(x) =0 tai dau do. 

(d) Néu f(1) =1 va f(2)=—2 va fla 
lién tuc trén [1,2], khi do f(x) = 0 tai dau 
d6é trong khoang do. 


Dtng hay Sat, vdi mot vi du 


2.7.36. Cac ham sé cos 2x va 22 1a lién 
tuc. Chiing td bang tinh chat rang 
cosx = 2x tai diém nao dé gitta 0 va 1. 


2.7.37. Chitng td bang vi du rang céc 
phat biéu sau JA sai: 

(a) Néu mot ham sé dat cuc dai va cuc 
tiéu, khi do no 1a lién tuc. 

(b) Néu f(x) dat cue dai va cuc tiéu va 
nhan moi gid tri gitta f(0) va f(1), no lién 
tuc taix = 0. 

(c) (chi yéu danh cho ngudi day) Néu 
f(x) c6 tinh chat gid tri trung gian giita tat 
ca cdc diém a va b, no phai 1a lién tuc. 

2.7.38. Giai thich bang 1éi va bang m6t 
dé thi ly do tai sao f(x) = xsin(1/z) 1a lién 
tuc nhung khong coé dao ham tai x = 0. Dat 


f(0) =0. 


2.7.39. Ham s6 nao sau day 1a kha lién 
tuc, va tai sao? 


AGE he xz<0 


cosx xz>1l 
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Me fee x<0 


cosl/x «>1 





khi si 
aa e sina £0 
fala) = 2° + 0° 


2.7.40. Giai thich su khac nhau gitta 
mot ham lién tuc va mot ham kha lién tuc. 
Liéu mot ham lién tuc cé6 phai luon 1a kha 
lién tuc hay khéng? 


2.7.41. f(x) 1a bat ky ham lién tuc nao 
véi f(0) = f(1). ; : 

(a) Vé mot f(x) dién hinh. Danh dau 
noi f(x) = f(~+ —). 

(b) Giai thich ly do tai sao g(x) = 


fle + 5) f(@) 6 9(5) = -9(0). 


B. 


ie) 


DAO HAM 


(c) Suy ra tit (b) rang (a) 1a ludén cé 
thé: Phdi cd mot diém mA tai do g(x) = 0 
: 1 
va f(a) = fle + 4). 
2.7.42. Tao ra mot f(a) ma chi lién 
tuc taix = 0. 


2.7.43. Néu f(x) 1a lién tuc va 0 < 
f(x) <1 déi véi moi x, khi dé c6 mot diém 
ma tai dé f(x*) = x”. Giai thich bang mot 
dé thi va chttng minh bang dinh ly gia tri 
trung gian. 


2.7.44. Trong dinh nghia e-6 cia mot 
gidi han, thay doi 0 < |x —a| < 6 thanh 
|x —a| <6. Tai sao f(x) bay gid lai la lién 
tuc tai x = a? 

2.7.45. Mot ham sé c6 tai 
x = 0 khi va chi khi (f(x) — f(0))/a la 

taix = 0. 


CHuoNG 3 
Cac Ung dung cia Dao ham 


Chuong [2] tap trung vao viéc tinh todn céc dao ham. Chudng nay tap trung vao 
viéc ding ching. Cac tinh todn cia ching ta sinh ra dy/dx déi véi cAc ham sé dude 
xay dung tit x” vA sina vA cosx. Biét dudc hé sé géc, va néu can thiét biét luén 
dao ham cap hai, ching ta c6 thé tra li nhting cau hoi vé y = f(x), nhung cau hdi 
nay d& dat nén mong cia giai tich : 

(1) y thay ddi nhu thé nao khi x thay ddi ? 

(2) Gia tri nao 1a cuc dai cha y? Hoac cue tiéu? 

(3) Ban lam thé nao dé phan dude mot cuc dai va mot cue tiéu, bang cach 

ding dao ham? 

Thong tin trong dy/dz 1a hoan toan mang tinh dia phuong. No cho biét nhting gi 
dang xay ra lan can diém dang xét chit khong thé gitp ching ta 6 nhitng diém 
khac. Trong Chung [2] Ax va Ay tién tdi 0. Bay gid ching ta muén ching tién tdi 
khong nita. Thong tin dia phuong gidi thich bic tranh lén hon, bdi vi Ay xap xi 
dy/dx lan Ax. 

Bai todn dudc dat ra 6 day JA két néi cdi httu han véi cdi cutc vi—hé sé g6c 
trung binh vdi hé s6 géc tttc thoi. Nhttng hé s6 géc nay gan bang nhau, va doi khi 
ching thic su bang nhau. Su ton tai cia cdc diém dau bang xay ra dudc dam bao 
bdi Dinh ly Gia tri Trung binh—dinh ly nay 1A su két néi dia phucng-toan cuc nim 
tai tam diém cua giai tich vi phan. Nhung ching ta khong thé dy doan noi dy/dx 
bang Ay/Az. Vi vay ching ta bay gid tim nhting cach khac dé khoi phuc mot ham 
s6 tit cAc dao ham ctia né—hay dé udc lugng quang dudng tit van téc va gia téc. 

Viéc ching ta tim hiéu vé y tit dy/dx co vé kha gay ngac nhién. Tat ca nhitng 
gi ching ta d& va dang lam cho dén nay déu di theo cAch khac chit khong di theo 
hudng nay! Ching ta da phai vat lon vdi y dé rat ra dude dy/dzx. Bay gid ching ta 
lai ding dy/dx dé nghién citu y. Déi 1A thé. Co 1é day chinh 1a cudc ddi, phai dua 
vao nhting thé hé sau dé hiéu thé hé trudéc. 


3.1. X4p xi Tuyén tinh 


Chung ta da bat dau cuén sdch nay véi mot dudng thang f = vt. Quang dudng 1A 
tuyén tinh khi van téc lA hang. Ngay khi v bat dau thay doi, f = vt khong con 
ding nita. Ching ta sé chon van téc nao, khi v(t) 1a khong hang nita? Giai phap 1A 
lay nhitng khoang thdi gian rat ng&n, trong nhttng khoang nay v gan nhuw lA hang: 


f=vt la hoan toan sat 
Af =vAt la gan dting 
df = vdt la hoan toan ding. 
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Trong mot khoanh khac ng&n ngii, ham so f(t) la tuyén tinh—va nam kha sat tiép 
tuyén cua nod. 

Trong Muc 2.3] ching ta da tim thay tiép tuyén ctia y = f(x). Tai x = a, hé 
s6 goc clia dudng cong va hé sé géc cua tiép tuyén 1a f’(a). D6i vdi cdc diém trén 
tiép tuyén, bat dau tai f(a). Cong vdi hé sé goéc lan “su thay doi” x — a: 

(3.1.1) Y = f(a) + f'(a)(a — a). 

Ching ta viét mot chit cdi in hoa Y déi vdi tiép tuyén va mét chit cdi in thuéng y 
déi vi dudng cong. Y nghia cia viéc ding tiép tuyén tai mot diém a 1a cdc diém 
trén tiép tuyén va cdc diém trén duéng thang rat gan vdi nhau (vdi diéu kién la 
chiing ta khong di chuyén qué xa diém a): 


(3.1.2) y Y hay f(x) = f(a) + f’(a)(z — a). 

Day 1A toan b6 muc dich cla x@p xi tuyén tinh. Hinh cho thay ham cin 
bac hai y = Vx va tiép tuyén cua no tai « = a = 100. Tai diém y = V100 = 10, hé 
s6 goc la 1/2\/x% = 1/20. Bang bén canh hinh vé so sdnh y(x) véi Y(z). 














Y¥ 
20 + 
2 Y y=4/x 
15 + 100 =10 10 
— 102 10.1 10.0995 
10 | 110 10.5 10.49 
: V102 = 10.1 200 15 14.1 
5 te 
102 400 25 20 
y t x 


100 200 300 © 400 


HinH 3.1.1. Y(ax) lA x4p xi tuyén tinh déi véi /z gan z =a = 
100. 


D6 chinh xAc sé kém dan khi 2 dan réi xa 100. Tiép tuyén dan tach khoi dudng 
cong. Mii tén tré tdi mOt xAp xi kha tét tai 102, va tai 1001 x4p xi tham chi con 
t6t hon nita. Trong vi du nay, Y lén hon y—duéng thang nim phia trén dung 
cong. Hé sé géc ctia duéng thang van 1A hang, va hé sé g6c cia duéng cong giam 
dan. M6t dudng cong nhu vay sé s6m duc goi la “lom dudi,” va tiép tuyén cla n6 
nam phia trén no. 

Nhin lai mot lan nifa tai c = 102, tai d6 xap xi 1A tot. Trong Chuong [2| khi 
ching ta tiép can dy/dx, ching ta d& bat dau véi Ay/Az: 

V102 — V100 


aly hé s6 g6c & ———___—___. 
ene) vee (02 = 100 
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Bay gid doi ngugc lai! Hé sé goc 1A 1/20. That ma chting ta khong biét la V/102: 
(3.1.4) V102 ~ V/100 + (hé s6 g6c).(102 — 100). 


Ban thyc hién vdi nhting gi ban c6. Truéc day, ching ta khong biét dy/dx, nén 
chting ta da ding Bay gid khi da thanh thao véi dy/dz, ching ta ding 
Sau khi d& hoan toan tinh dugc y’ = 1/20, tiép tuyén nim gan Vx déi vdi mdi so 
gan 100. Khi d6 nhiing sé gan 100 cé dang 100 + Az, cht ¥ sai sé trong xAp xi lA 
mot binh phuong: 
1 2 1 
V100+ Ac) = 100+ Ae + = (Az)?. 
( 00+ Ac 00+ Ae + = (Az) 

Dap An dudc mong muén 1a 100 + Az, va chi sai khac s6 hang sau citing c6 lién 
quan dén (Az)?. Y nghia cia x4p xi tuyén tinh 1A bé qua tt cA cdc s6 hang sau 
Ag. 

Khong c6 diéu gi ky diéu vé x = 100, ngoai trtt viéc cin bac hai cia no 1A mot 
sd nguyén. Nhitng diém khac va nhitng ham sé khac cho phép y ~ Y. Toi muén 
dién dat ¥ tudng nay theo nhitng ky hiéu khac. Thay vi bat dau tir a va di dén 2, 
ching ta bat dau tiv a va di mét quang dugng Ax dén x + Az. Cac chit cai tuy 
khaéc nhau nhung ¥ nghia todn lai gidng nhau. 


PHAT BIEU 3.1.1. Tai bat ky diém x nao, va d6éi vdi bat ky ham tron y = f(z) 
nao, 


fe + Ax) — f(x) 





(3.1.5) hé s6 géc tai x = 


Aa 
Déi véi xp xi cia f(a + Az), nhan ca hai vé bédi béi Ax va cong f(x): 
(3.1.6) f(a +Az) & f(x) + (hé 86 goc tai x)(Az). 


Vi DU 3.1.1. Mét xap zi tuyén tinh quan trong: (1+2)" ~1+nzx déi vdi 
x gan 0. 

Vi DU 3.1.2. Mét zap wi tuyén tinh quan trong thit hai: 1/(1 +2)" = 
1—nzax déi véi x gan 0. 

THAO LUAN. Nhiing vi du nay thuc sv tung tu nhau. Bang cach thay ddi n 
thanh —n trong Vi du 1, ching ta thu dugc Vi du Day 1A nhitng xAp xi tuyén 
tinh ding céc hé s6 géc n va —n tai x = 0: 

(1+2)" 1+ (hé sé géc tai 0) x (x —0) = 14 nz. 
Day 1A diéu tudng tu xay ra déi véi f(x) = x”. Diém co sé (diém x) trong phucng 
trinh bay gid 1a 1 hoac a: 
(1+ Ax)" 14+ nAzr (2+ An)” ea” + na” ‘Ag. 


Dé thay r6 hon, duéi day 1A nhitng con sé cu thé. Déi v6 n = 3 vA —1 va 100, lay 
Ag = .01: 


1 1 
01)? = 1. —— v0. 1 + ——)1 ~ 2, 
(1.01) 1.03 Lol 0.99 (1+ 100? 


Trén thuc té, con s6 sau cting khong chinh xdc may. Luy thiva thit 100 14 qua nhiéu. 
X4p xi tuyén tinh dua ra 1 + 100Axz = 2, nhung mot chiéc méy tinh cam tay lai 
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dua ra (1.01)'°° = 2.7.... Con sé nay gan bing vdi e, con s6 quan trong nhat trong 
Chugng 6. Cong thtic nhi thitc cho thay ly do tai sao xp xi lai that bai: 


(1+ Ax) + 100Az + uae (Az)? + 





X4p xi tuyén tinh bé qua sé hang chita (Aw)*. Déi vai Ax = 1/100, sai s6 do gan 


bang 1/2. Sai sé nay qua 1én dé bé di. Sai s6 chinh xac 1A 5(An)F"(c), tai dé Dinh 
ly Gia tri Trung binh trong Muc[3.8] dat c gitta x va x + Ax. Ban da thay ¥ nghia 
cua toan b6 su viéc: 
y—Y c6 cing bac vdi (Ax)*. Xap xi tuyén tinh cé sai sé 
bac hai. 
Vi phan 

Con mot ky hiéu nita can dudc quan tam déi véi xap xi tuyén tinh. Ching ta 
phai dé cap dén ky hiéu nay, bdi vi n6 thudng dugc ding. Ky hiéu nay vita gdi mé 
vita kho hiéu—no giit cing cc ky hiéu dx va dy xuat hién trong dao ham. Truéc do 
ching ta d& nhan manh di nhan manh lai rang dy/dx khong 1a mot phan s6 thong 
thudnd!| Cho dén doan nay, ching ta van xem dx va dy khong cé ¥ nghia gi cA néu 
ching ditng doc lap véi nhau. Tuy nhién, bay gid ching lai tré thanh cdc bién riéng 
biét, tuong tu nhu x va y nhung vdi nhting tén goi khac. Nhting dai lugng dz va dy 
nay dudc goi la cac vt phan. 

Cac ky hiéu da va dy do su thay déi doc theo tiép tuyén. Ching thuc hién déi 
vdi xAp xi Y(a) ding nhting gi Aw va Ay thuc hién déi vdi y(x). Nhu vay ca dx va 
Ax déu do khoang cach theo phuong ngang. 

Hinh 3.1.2] c6 Ax = dx. Nhung s6 gia trong y va s6 gia trong Y 14 khong bang 
nhau. Mot cai co su thay ddi 1A Ay (chinh xdc déi véi ham s6). Cai con lai c6 su 
thay ddi la dy (chinh xdc déi véi tiép tuyén). Vi phan dy bang voi Ay, su thay 
déi doc theo tiép tuyén. Noi nao Ay la su thay déi thuc su, dy la xp xi tuyén 
tinh (dy/dx)dx cha né. 

Ban thudng thay dy dugc viét duédi dang f’(x)dz. 











y+ Ay | 
y + dy | 
Ay = 86 gia trong y (cing dé thi) 
y } dy = 86 gia trong Y (cing tiép tuyén) 
—— AE 





=a x+dz . x+Azr 
HinH 3.1.2. Xp xi tuyén tinh cho Ay 1a dy = f’(x)dz. 
Vi DU 3.1.3. y = 2? c6 dy/dx = 2x nén dy = 2adx. Bang dudi day co diém 


co s6 x = 2. Du dodn dy sai khac véi gid tri Ay thuc béi mot ludng ding bang 
(Ax)? = 0.01 va 0.04 va 0.09. 


1G6 1A phan sé hay khong, déu khong duc triét tiéu d. 
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dx dy Aa Ay 
y=a? 1 04 1 041 Ay=(2+ Az)? — 2?dy 
dy=4dx 2 08 .2 084 Ay=4Aar+ (Az)? 
Be WLS: 33° 59 


Vi phan dy = f’(x)dzx la pht hop véi dao ham dy/dx = f'(x). Ching ta cudi 
cing c6 dy = (dy/dx)dx, nhung diéu nay khong thuc sy r6 rang nhu vé bé ngoai! 
N6 giéng nhu mot sy triét ticu—theo su xdc dinh, qua that ding 14 nhu vay. Ching 
ta hoan toan c6 thé ding céc ky hiéu mdi, nhung dz va dy c6 hai wu diém: ching 
dan d&t ching ta di theo nhitng budc nhé va ching thoa man dy = f’(x)dx. Duéi 
day lA ba vi du va ba quy tac: 


3d(x”) = na” dx d(f+g) =df+dg 
d(sinxz) = cosadx d(cf) = cdf 
d(tan x) = sec? x d(fg)=fdg+gdf 


Khoa hoc va k¥ thuat va hau nhu tat ca cdc tng dung cua todn hoc déu phu 
thudc vao xp xi tuyén tinh. Ham thuc su dugc “tuyén tinh héa,” bang cach ding 
hé sé géc v cua nd: 

Viéc tang thdi gian mét lugng At sé lam tang tang quaéng duéng 
mot lugng = vAt 
Viéc tang luc mot ludng Af sé lam tang su déi dang mot lugng 
x= vAf 
Viéc tang san pham mot ludng Ap sé lam tang gia tri cla no 
mot lugng = vAp. 
Muc tiéu ctia dong hoc hay tinh hoc hay kinh té hoc déu 1A dé du bao nhan tit 
v nay—day 1a dao ham ma bang hé s6 géc cua tiép tuyén. Nhan tit dua ra mot 
du béo dia phuong vé su thay déi trong ham sé. Dinh luat chinh xdc phai la phi 
tuyén—nhung dinh luat cia Ohm va dinh luat cia Hooke va dinh luat cia Newton 
déu la nhitng x4p xi tuyén tinh. 


SO GIA TUYET DOI, SO GIA TUGNG DOI, SO GIA PHAN TRAM 
Su thay doi Ay hay Az c6 thé dude do theo ba cach. Su thay déi Ax cing vay: 


S6 gia tuyét doi Af Ax 

S6 gia tudng déi i ee 
f(x) x 

S6 gia phan tram ee x 100 ae x 100 
f(x) x 


S6 gia tuong déi thuong mang nhiéu ¥ nghia thuc té hon su s6 gia tuyét déi. Néu 
ching ta do dudc quang dudng tdi mt trang vdi sai s6i khong qué ba dim, diéu 
nay sé 4n tugng hon nhiéu so vdi viéc do dude chiéu cao cua ta vdi sai s6 khong qua 
m6t inch. Dudéi g6c nhin cdc gid tri tuyét d6i, mot inch ngin hon ba dim. Nhung 
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duéi g6c nhin cac gia tri tudng déi, sai s6 cia ba dim JA nhé hon nhiéu: 
3 miles Z Linch 
300,000 miles 70 inches 





hay .001% < 1.4%. 


Vi pu 3.1.4. Ban kinh cua trai dat lA r = 4000 mile vdi sai s6 khong qua 
80 mile. 


: : 4 : z 5 
(a) Tim bién phan dV trong thé tich V = rue bang cach ding xap xi tuyén 
tinh, . 
(b) Tinh bién phan tuong doi dr/r va dV/V va AV/V. 


CHUNG MINH. Nhiém vu cua giai tich la sinh ra dao ham. Sau khi dV/dr = 
Arr”, nhiém vu cua giai thich dA hoan thanh. bién phan theo thé tich lA dV = 
47(4000)?(80) mile khéi. Mot bién phan tuong déi 2% trong r sé kéo theo mot bién 
phan tuong déi 6% trong V: 

dr 80 dV 47(4000)?(80) 
—=-_ SS _ SS 2 => = 6 . 
r 4000 i V 47 (4000)? /3 o 
Néu khong c6 giai tich, ching phai can dén thé tich chinh x4c tai r = 4000 + 80 
(déng thdi tai r = 3920): 
AV _ 47(4080)?/3 — 41(4000)?/3 
Vo 47 (4000)? /3 


Mot binh luan vé dV = 4rrdr. Day 1A (dién tich hinh cau) lan (s6 gia trong ban 
kinh). N6 1a thé tich cia mot lép vd mong quanh mot hinh cau. Lép vo dudc céng 
dén thém khi ban kinh tang thém m6t lugng dr. Gia tri chinh x4c cia AV/V 1a 
3917312/640000%, nhung giai tich chi can lay gid tri 6%. 








= 6.1%. 














BAI TAP 3.1 


Cac cau héi dién tiv vao ché tréng m__ tuyén, trong khi Ay dién ra doc theo 


n 





Trén dé thi, mét x4p xi tuyén tinh dudc cho 
béi _a_ tuyén. Tai x = a, phuong trinh Tim x4p xi tuyén tinh Y cia y = f(z) 
déi véi dung thang doIAY = f(a)+__b_. gan a=a: 


3.1.5. f(x) =asing, a= 27 

Biéu dién theo x va Az, xAp xi tuyén 

tinh la f(a + Av) » f(x) + _i_. Sai sé 

co bac (Ax)? hay (x — a)” v6ip=_j_. Tinh|3.1.7]3.1.12] voi sai so khéng qua 

Vi phan dy bang —k_ lan vi phan _1_- 01 b&ng cdch chon f(x), lua diém co sé 

Nhiting su bién dong nay dién ra doc theo a, va tinh f(a) + f’(a)(x — a). Mét may 
tinh cam tay sé cho thay sai sé. 


Gan x = a = 10, x4p xi tuyén cla y = x 
AY = 1000+ ¢ . Tai 2 = i ee tri 3.11. f(t) =e+2",a=0 
chinh xéc la (11)? =__d_.. X4p xi lA Y = 3.1.2. f(x) =1/2,a=2 
e_. Trong truéng hop nay, Ay = _ f | 

va dy=__g¢_. Néu ching ta biét sinz, khi 3.1.3. f(z) =tanz, a= 1/4 
do dé wéc lugng sin(z + Ax) ching ta cong 3.1.4. f(x) =sina, a=7/2 
voi _h 

(x) 

(x) 


3.1.6. f(x = sin” r,a=0 


3.2. BAI TOAN CUC DAI VA BAI TOAN CUC TIEU 


3.1.7. (2.001)” 
3.1.8. sin(.02) 
3.1.9. cos(.03) 
3.1.10. (15.99)'/4 
3.1.11. 1/.98 
3.1.12. sin(3.14) 
Tinh sai sé trong cac xp xi tuyén tinh 


sau va so sénh véi 5 (An) f" (a): 


3.1.13. 3.1.16. 
(1.01)? © 14+3(.01) (1.01)? © 1 — 3(.01) 
3.1.14. 34.17. (i + 
cos(.01) #1+0(.01) 1 i0 _ 
io) ~? 
3.1.15. 
(sin.0l)? & 0+ S118. 


0(.01) V8.99 & 3+5(-.01) 


Xac nhan cdc xAp xi |3.1.19143.1.21 


bang cach tinh f’(0): 
3.1.19. Vl-a2@e1— x 


3.1.20. 1//1— 2? & 14+ so (ding 
f =1/V1— 14, réi dat u = 2”) 


3.1.21. Veta? = e+ 
f(u) = Ve? +4, roi dat u = 2”) 


3.1.22. Viét ra vi phan df déi védi 
f(x) = cosa va (x +1)/(a—1) va (x? +1)”. 
Trong 23-27 tim su thay déi tuyén tinh 


dV trong thé tich hay dA trong dién 
tich bé mat. 


v2 


an dit 
7 (ding 


Nle 


3.2. Bai toan Cure dai 
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3.1.23. dV néu cdc canh cia hinh lap 
phuong thay ddi tiv 10 thanh 10.1. 


3.1.24. dA néu cdc canh cta hinh lap 
phuong thay ddi tit 2 thanh x + dz. 


3.1.25. dA néu ban kinh cua hinh cau 
thay déi mét luong dr. 


3.1.26. dV néu mot hinh tru tron véi 
r = 2 thay doi chiéu cao tit 3 thanh 3.05 
(nhc lai V = mr7h). 

3.1.27. dV néu mot hinh tru c6 chiéu 
cao 3 thay déi tttr = 2thanh r = 1.9. Diém 
cong: Héi dV néu ca r va h déu thay ddi 
(dr va dh)? 


3.1.28. Trong thuyét tuong déi, khéi 
lugng 1a mo/+/1 — (v/c) tai van téc v. Theo 
Bai toAn ren eee gan bang mo + 

déi vdi v nhdé. Chitng t6 rang dong 
x 1 2 oS 2k os As 2 
nang gm va so gia trong khoi ludng thoa 
man phuong trinh Einstein e = (Am)c’. 

3.1.29. Nhap 1.1 vao chiéc may tinh 
ctia ban. Nhan phim can bac hai 5 lan (cham 
thoi). Diéu gi xAy ra sau mdi lan nhan vdi 


chit s6 diing sau dau thap phan? Diéu nay 
la béi vi V1 +2 ‘ 

3.1.30. Trong Bai toan [3.1.29] nhiing 
sé ban thay nhéo hon 1.05, 1.025,.... Dao 
ham cap hai cia /1+ 2 lA nén 
xp xi tuyén tinh nam phia trén dung cong. 


3.1.31. Nhap 0.9 vao chiéc may tinh 
cam tay cia ban va nhan phim cain bac hai 
4 lan. Du dodn diéu gi sé xuat hién 6 lan 
nhan thit nim va nhan thém lan nita. Bay 
gid ban c6 can bac cua 0.9. C6 bao 


nhiéu chit s6 thap phan tring véi 1- 5 (0.1)? 


va Bai toan Cur tiéu 


Muc tiéu cia chting ta 1A tim hiéu vé f(x) tit df/dx. Ching ta bat dau véi hai 
cau hdéi nhanh? Néu df /dx duong, diéu nay noi lén diéu gi vé f? Néu hé 86 géc 1a 
am, diéu nay dudc phan Anh trong ham sé nhu thé nao? Sau do ching ta tiép tuc 
vdi cau hdéi thtt ba, day 1a m6t cau hoi quan trong: 


Lam thé nao dé nhan biét mot cue dai hoic cuc tiéu? Cau 
tra loi thong thudng: Hé s6 géc bang khéng. 


Day co thé lA ttng dung quan trong nhat cia giai tich, dé dat dude df /dx = 0. 


136 3. CAC UNG DUNG CUA DAO HAM 
































HinH 3.2.1. Cac hé s6 géc la —+. Hé 86 géc lA +—+-—-4 nén f 
di lén-xuéng-lén-xuéng-lén. 


Ching ta hay chon tra di nhitng cau hdi dé trudc. Gia stt df/dx 1a duong déi 
vdi méi x nam gitta a va b. Tat ca cdc dudng tiép tuyén déu di tir dudi lén khi di 
tit trai sang phai. Ham sé f(x) la tang khi x di tu a toi b. 

PHAT BIEU 3.2.1. Néu df/dz > 0, khi do f(x) 1a tang. Néu df /dx < 0, khi d6 
f(a) la gidm. 


Dé dinh nghia su tang va su gidm, hay nhin vao bat ky hai diém « < X nao. “Su 
tang” doi hoi f(x) < f(X). “Su giam” doi hdéi f(x) > f(X). Hé 86 géc ctia mét 
ham s6 la duong khéng c6 nghia la ham s6 dé phdi la dudng. Ban than 
ham s6 c6 thé 1A dudng ho&c am. 


Vi DU 3.2.1. f(x) = x? — 2x c6 hé 86 géc 2x — 2. Hé sé goc nay 1A duong khi 
x >1va am khi x < 1. Ham 86 tang sau khi x = 1, va gidm truéc khi x = 1. Ching 
ta noi rang khong can tinh f(x) tai bat ky diém nao! Parabola trong Hinh [3.2.1] di 
xu6dng tdi cuc tiéu cla no tai 2 = 1 va sau do di lén lai. 


Vi pu 3.2.2. Ham y = x? — 24 +5 c6 cing hé 86 goc. Dé thi ca no 1A phép 
dai dé thi ctia y = 2x? — 2x lén trén 5 don vi, sé 5 nay bién mat hién trong df /dx. 
Tat ca céc ham c6 hé sé géc 2x — 2 déu 1A cdc parabola y = x? — 2x + C, nhiing 
dé thi nay déu 1A cdc phép doi dé thi cia ham sé y = x? — 2x lén trén hoc xudéng 
duéi tuy theo C. Mot vai parabola c&t truc x (nhiing giao diém nay déu c6 toa dé 
x la céc nghiém cia f(x) = 0). Cac parabola khac nam phia trén truc hoanh. Cac 
nghiém cho x? — 27+5 = 0 1A cdc sé phttc va ching ta khong thay dugc ching trén 
dé thi. Parabole dic biét 2? — 2a +1 = (x — 1)? tiép xtc véi truc hoanh tai a = 1. 
No c6 mot “khong diém kép,” trong do df /dx = 0. 





Vi DU 3.2.3. Gia stt df/dx = (a — 1)(a — 2)(a — 3)(a — 4). Hé 86 géc nay 1A 
duong khi x > 4 va khi x < 1 (df/dx = 24 tai x = 0). Va df/dz 1a duong mot lan 
nifa gitta khi x nim giita 2 va 3. Tai x = 1, 2, 3, 4 hé s6 géc nay bang khong va dé 
thi cua f(x) doi hudng. 

O day f(x) 1A mot da thtic bac nim, vi f’(x) 1A da thttc bac bén. Dé thi cia 
f di lén-xu6ng-lén-xuG6ng-lén. No c6 thé c&t truc hoanh nim lan. No phai cat truc 
hoanh it nhat mot lan (chang han nhu ham s6 dude cho). Khi ca nhting nghiém 
phite cing dudc chap nhan, méi da thitc bac nim déu c6 nim nghiém. 
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Ban co thé cam thay rang “hé s6 goc duong kéo theo ham tang” 1a hién nhién—co 
lé ding 1a vay. Nhung van con diéu tinh té hon nita. Bat dau tir df/dx > 0 tai méi 
diém don, ching ta phai suy ra f(X) > f(x) tai cdc cap diém. Day 1A mot cau hdi 
“dia phugng dén toan cuc,” cau hdéi nay sé dude tra ldi béi Dinh ly Gia tri Trung 
binh. Cau héi nay cing c6 thé dude dé lai cho dén khi ching ta biét dén Dinh ly 
Co sé ctia Giai tich: Hiéu f(X)— f(x) bang dién tich phia du6éi cia dé thi 
ctia df /dx. Dién tich dé la duong, nén f(X) lén hon f(x). 


CUC DAI VA CUC TIEU 


Gia tri x nado lam cho f(a) lén nhat co thé? Ham s6 f(a) 1a nhé nhat tai dau? 
Khi chua biét vé gidi tich, ching ta quy nhttng cau hdi nay vé bai todn tinh cdc gid 
tri cua f(x) va so sdnh. Khi da biét vé giai tich, cau tra 16i cla nhiing cau hdi nay 
lai nim trong df /dx. 

Gia sit cuc dai hoac cuc tiéu nim tai mot diém x cu thé. Viéc dé thi cd g6c—va 
khong c6 dao ham tai x 1A hoan toan c6é kha nang xay ra. Nhung néu df /dx ton 
tai tai x, n6 phai bang khéng. Tiép tuyén song song véi truc hoanh. Cac parabola 
trong inh 2.1] thay déi tit giam sang tang. Hé sé géc thay déi tit 4m sang ducng. 
Tai diém quan trong nay hé sé géc bang khong. 


PHAT BIEU 3.2.2 (Cuc dai Dia phuong hodc Cuc tiéu Dia phuong). Gia 
stt cuc dai hodc cuc tiéu xay ra tai mot diém x nim bén trong mot khoang ma 
trong dé f(x) va df/dx dudc xéc dinh. Khi dé f’(x) = 0. 


Tu “dia phuong” nhan manh kha nang f(x) 14 16n hon hoac nhé hon trong mét cac 
khoang khac. Nhung ching ta chi cham cham nhin vao khu vuc lan cén « ma théi, 
va ching ta ding dinh nghia cua df /dz. 

Bat dau vdi f(a + Ax) — f(x). Néu f(x) 1a cu dai, hiéu nay 1a 4m ho&c bang 
khong. Budc Ax c6 thé dude tinh bang cAch lay x sau trit 2 trudc hodc ngudc lai: 


f(w@+Ax)— f(z) _ am 








: d, 
néu Az > 0: Ag = qusae <0 va trong gidi han a < 0. 
néu Ax <0 Ala ee) =) = 50% trong gidi han af > 0. 
Ax am dx 


Ap dung ca hai lap luan. Ca hai két luan df /dx < 0 va df /dx > 0 déu ding. Nhu 
vay df /dx = 0. 

C6 1é Richard Feynman la nguéi da trinh bay diéu trén mot cach r6 rang nhat. 
Ong ay da chi cho ban bé thay mot duéng cong bang nha ma da dude tao ra theo 
mot cach dic biét—“dii ban c6 xoay no nhu thé nao di ntta, tiép tuyén tai diém 
thap nhat ludn song song v6di truc hoanh.” Ngu@i ta da kiém tra phat biéu nay. 
Phat biéu nay 1a ding. 

Chuyén that nhu dia cia ngdi Feynman}?| 1a mét cudn sdch hay (nhung kha 
tho vé m&t todn hoc). 


Vi DU 3.2.4 (tiép tuc Vi du]3.2.3). Nhin lai Hinh|3.2.1p. Nhimg diém duge chi 
ra khong phai la cdc “diém lén” hoac “diém xudng” ma IA cac “diém udn.” Ching 1a 
nhiing diém ding, tai dé df /dx = 0. Ching ta thay hai cuc dai va hai cu tiéu. 


2Nad: Chuyén that nhu dita cla ngai Feynman! (tiéng Anh: Surely You’re Joking, Mr. Feynman!). 
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Khong diém nao trong sé ching 1A cuc dai tuyén déi hoac cuc tiéu tuyét déi, béi 
vi f(x) b&t dau tai —oo va két thiic tai +oo. 


Vi pu 3.2.5. f(x) = 4x? — 3x4 c6 hé 86 géc 122? — 122°. Dao ham do bang 
khong khi x” bang x? , tai hai diém x = 0 va « = 1. Dé xem thit diém nao 1a cu 
dai hay cuc tiéu (dia phuong hay toan cuc ), bude dau tién 1a tinh f(a) tai cdc 
diém ding. Ching ta thay f(0) =0 va f(1) =1. 

Bay gid nhin vao dé thi tai nhiing diém z cé |2| én. Dé thi di xuéng tdi —oo 
theo cA hai hudng. (Ban c6 thé tinh nham tai x = 1000 va « = —1000 dé dé hinh 
dung). Déi véi x lén, gid tri tuyét déi cia —324 lén hon rat nhiéu so véi gid tri 
tuyét ddi cua 42°. 

CHU Y. f = 11a mot cuc dai tuyét déi. f = 0 khong 1a cu dai hodc cue tiéu 
(dia phudng hoac toan cuc). Ching ta phai chap nhan truéng hop hgp ngoai lé nay, 
do 1A mot dudng cong (hoac médt chiéc xe hdi) c6 thé ding lai mot luc (f’ = 0) va 
tiép tuc chay cing huéng vdi truéc do. Ly do la “khong diém kép” trong 12¢7—122%, 
tit thita s6 kép 2”. 

Vi DU 3.2.6. Xac dinh f(x) = x+a7' déi véi x > 0. Dao ham 1— 1/2? cua no 
bang khong tai x = 1. Tai diém do, f(1) = 2 1A cuc tiéu. Méi tong nhu + 3 hoac 


2. fo ae en te 
3 + 3 déu l6n hon fmin = 2. Hinh cho thay rang cuc dai cua x +a71 la +oof 


QUAN TRONG. Cuc dai ludn xay ra tai mot diém ditng (tai do df /dx = 0) 
hoic mot diém nghi ngd (khong cé dao ham) hoa&c mét diém mit cia mién xac 
dinh. Day 1a ba loai diém toi han. Tat ca cdc cuc dai va cuc tiéu xay ra tai cac 
diém tdi han! Tai méi diém khac df /dxz > 0 hoac df/dx < 0. Sau day 1a quy trinh 
phan loai cdc diém téi han: 

(1) Giai df /dx = 0 dé tim caéc diém ding cia f(x). 
(2) Tinh f(x) tai cdc diém tdi han - diém diing, diém nghi ngd, diém mit. 
(3) Lay cuc dai hay cu tiéu cua cdc gid tri tdi han do cia f(a). 

Vi DU 3.2.7 (Gia tri tuyét doi f(x) = |x|). Cuc tiéu bang khong tai mot 
diém nghi ngd. Cuc dai la tai mét diém bién. Khong co cdc diém ding. 

Dao ham cia y = |x| khong bao gid bing khong. Hinh [3.2.2] cho thay cuc dai 
va cuc tiéu trén doan [—3, 2]. Day 1A dién hinh cia céc ham tuyén tinh tuyén tinh 
ting khic. 


CAu HOI. Liéu cuc tiéu cé bang khong khi ham s6 khong bao gid dat dudc 
f(a =0) hay khong? 


CAU TRA LOI. Co, f(x) = 1/(1 +2)? tién tdi khong, nhung khong dat duge 
khong khi x > oo. 








GHI CHU 3.2.1. 2 — +00 va f(x) — too khong xay ra khi f la én tuc trén 
mé6t khodng déng a < x < b. Khi do f(x) dat dude cuc dai va cuc tiéu cia no 
trén khodng d6 (Dinh ly Gia tri Cuc tri). Nhung trudng hep x > oo va f(a) > oo 
1A qua quan trong dé bi bé qua. Ban kiém tra 2 — oo bang cach xét x lén. Ban 


8Ty chinh xc hon dude ding 1a tién téi khi f(x) + oo. Ching ta khong dat dude vo han. Nhung 
toi van noi 1a “cuc dai la v6 citing.” 
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3h 
3 4 
cuc dai 
2 | dia phuong 


cuc tiéu re 
tai l+1=2 





Ps -3 diém lai 2 

















Hinu 3.2.2. C&éc dé thi cha 42° — 324 va x — x7!. Kiém tra cc 
diém nghi ngd va cdc diém bién. 


nhan thay f(a) > oo khi déi véi mdi gid tri hitu han, déu tén tai mot x sao cho 
f(z) 16n hon gia tri hitu han do. 


GHI CHU 3.2.2. Luu y su khac nhau gitta cdc diém téi han (dugc chi dinh béi 
x) va cdc gid tri tdi han (duoc chi dinh béi f(x)). Vi du +a7' c6 diém cue tiéu 
x =1 va gid tri cuc tiéu la f(1) = 2. 

CUC DAI VA CUC TIEU TRONG CAC UNG DUNG 
Dé tim cuc dai hoac cuc tiéu, chting ta gidi phucng trinh f’ (x) = 0. Hé sé géc bang 
khong tai dinh va day cia dé thi. Y tudng 1A r4t r6—va sau d6 kiém tra céc diém 
nghi ngd va cdc diém bién. Nhung thanh that ma noi, day khong phai 1A noi bai 
todn bat dau. 

Trong mot ting dung thuc té, budc dau tién (thudng 1A kh6é nhat) 14 chon cdc 
an so va tim ham sé. Chinh ching ta mdi la ngudi quyét dinh « 1A gi va f(z) 1a gi. 
Phuong trinh df/dx = 0 xuat hién 6 giai doan gitta trong qua trinh gidi quyét bai 
todn, chtt khong phai 1A 6 giai doan bat dau. Tdi sé bat dau mét vi du mdi, bang 
m6ot cau hdi thay cho mét ham sé. 


Vi pu 3.2.8. Ban nén di vao dudng cao téc 6 dau dé c6 théi gian lai xe 1A it 
nhat, néu tdc do cho phép cia dudng cao téc 14 60 mph va téc dé cho phép cia 
dudng dan vao dudng cao téc 1a 30 mph? 


Toi biét rd van dé nay—sAdng nao tdi cha gap phai. Dudng cao téc Mass Pik¢} chay 
thang tdi MIT va toi phai di vao dudng cao téc nay 6 dau do. Cé mot ngd vao gan 
dusdng Route 128 va con mét ngd vao khac nita. Toi thudng chon di vao ttt ng6d thit 
hai, nhung bay gid tdi lai chon di vao tit ng6d tht nhat. Todn hoc sé gitip tdi quyét 
dinh xem di vao tt ng6 nao sé nhanh hon—cé vai budi sdng t6i lai xe dén MIT, toi 
cam thay dai oi 1A dai, dai dén néi ma toi nghi ching 1a cdc cuc dai. 

Hau hét céc mo hinh déu dude don gian hoa dé giip ching ta tap trung vao 
y tuGng then chét. Ching ta sé cho di vao dudng cao téc dude vao tai moi diém x 
(Hinh 2.3). Thay vi chi c6 hai ng6d vao (mét bai todn réi rac), ching ta sé cé mét 
su lia chon lién tuc (mot bai todn giai tich). Hanh trinh c6é hai phan, tdi lan ludt 
di trong phan tht nhat va phan tht hai tai téc do 30 va 60: 


4Nd: Xa 16 thu phf Masachusetts (tiéng Anh: Massachusetts Turnpike, viét tat: “Mas Pike” hoac 
“the Pike”). 
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mot quang dudng dai Va? + x? tit nha toi cho dén ngé vao dudng 
cao téc, dude di trong thdi gian a? + 22/30 gid 
mot quang dudng dai b— x tit ngd vao dudng cao téc cho dén 


oy 


MIT, dugc di trong théi gian Th gid 


BAI TOAN. 
Cuc tiéu hoa ham sé f(x) = tong thdi gian di = a on gee ae 
e tieu hod ham so f(a) = tong thdi gian di = > Va? + 2? + = 
Ching ta da cé ham sé f(x). Bay gid hay ding dén giai tich. Dé tinh dao ham cia 





Z = y 1 
so hang dau tién, ching ta ding quy tac luy thtta: dao ham cua u/? la xu tdu/de. 


O day u =a? + a? c6 du/dx = 2x: 


11 1 
(3.2.1) f'(@) = gp5(e + a*)~2 (2x) — aa 
Dé giai f’(x) = 0, nhan béi 60 va binh phudgng hai vé: 
(3.2.2) (a? + a”)~ 2 (22x) = 1 dua ra 2g = (a? + a’)? va 4a? = a? + 2”. 


Nhu vay 32? = a?. Phuong trinh nay c6 hai nghiém, « = a/V3 va « = —a/V3. 
Nhung mot x 4m sé c6 nghia 1a chiéc xe khong di vao dudng cao téc. Thuc ra, f’ 
khong bang khong tai x = —a/V3. Nghiém ngoai lai nay xuat hién khi ching ta 
binh phuong 22. 











MIT thoi gian 1éi f(z) thai gian lai f (2) 
; khi b > aV3 khi b < aV3 
—aZ@ 
i a I a . 
di vao fs pe 
Va? + x27 dung cao téc 
ax 
a t +> L > 17 
a/V3 b b 


HinH 3.2.3. Di vao du@ng cao téc tai x cuc tiéu hoa thdi gian lai 


xe f(x). 


Toi nhan thay mot diéu dang ngac nhién. Diém ding x = a/V3 khong phu 
thudc vao b. Hang sé b/60 co xuat hién trong tong thdi gian, nhung lai bién mat 
trong df /dx. Bang cAch nao dé b phai xuat hién trong dap An, va day 1A mot Idi 
nhac nhé ching ta phai hét sttc than trong. Cuc tiéu c6 thé xay ra tai mot diém 
nghi ngd hoc mot diém bién. Nhitng diém ma lA nhitng diém tdi han khac cia f, 
va dé thi ctia ta cé thé khong thyc té. Chac chan ta ky vong x < b, néu khong 
ching ta chua kip di vao duGng cao téc, ching ta da di qua MIT rdi. 

Ching ta tiép tuc véi giai tich. Tinh thdi gian lai xe f(x) déi vdi mot ctta ngd 
di vao dudng cao téc tai «* = Bam 


V3 
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Can bac hai ctia 4a?/3 1a 2a/V3. Ching ta két hop 2/30 — 1/60 = 3/60 va chia béi 
V3. Liéu gid tri ding f* nay cé la mét cuc tiéu hay khéng? Ban ciing phai 
nhin vao cdc diém bién: 

Bat dau tai « = 0: théi gian di la: 2/30 + b/60 = f**, 

Bat dau tai x = b: thdi gian di la: \/a? + b?/30 = f***. 
Phép so sénh f* < f** lA kha hién nhién. Ching ta co6 thé di vao dudng cao téc tai 
x = 0 nhung hién nhién giai tich da khong chon phudng 4n nay. Dao ham khong 
bang khong tai x = 0. That khong khon ngoan khi di vudng géc vao dudng cao téc. 

Phép so sdnh thit hai c6 x = b. Ching ta di truc tiép tdi MIT tai téc d6 30. 
Phuong An can phai dudc can nh&c hét sttc can than. Trong thuc té, phudng An 
nay 1A t6i uu khi 6 JA nho va a [a Ién. 

Phuong an x = b nay c6 thé phat sinh bang toan hoc theo hai cach. Néu tat ca 
cdc cita ngd déu nim gitta 0 va b, khi do b la mot diém bién. Néu ching ta di vao 
dudng cao téc khi d& di qué MIT, khi dé b 1A mot diém nghi ngé. Dé thi trong 
Hinh c6 mét géc tai x = b, tai do dao ham nhay. Ly do la quang duédng trén 
dudng cao téc 1A gid tri tuyét doi |b — x|—khong bao gid am. 

Di x = 0 1a diém bién hay diém nghi ng@i, no cing 14 diém tdi han. x téi wu 
nho hon a/V3 va b. 


. a ; : a 2 
néu — < b: diém diing thang, ching ta di vao tai r = —~, ton 
V3 g g g V3 g 
thoi gian 1a f* 
néu 7 > b: khong c6 diém ding, ching ta di truc tiép tdi MIT, 


HK 


tong thdi gian la f 
Trong tam cia b6 mén giai tich nam 6 cac “bai todn cé loi.” Tat ca kién thitc giai 
tich lién quan chi g6i gon trong vai hang, tinh f’ va giai f’(x) = 0. Viéc thiét lap 
cong thitc sé mat nhiéu thdi gian hon. Buéc 1 thudng 1a nhu vay: 
(1) Biéu dién dai ludng can cuc tiéu hoa hoac cue dai hoa dudi dang mot ham 
s6 f(x). Bién 86 x phai dugc chon. 
(2) Tinh f’(x), gidi f’(2) = 0, kiém tra cdc diém tdi han dé thu dude fin va 
fmax- 


Mot bite hinh minh hoa ctia bai toén (va d6 thi cia f(x)) sé gitp fch rat nhiéu. 


Vi DU 3.2.9 (tiép tuc Vi du 3.2.8). Chon a la mét gdc thay vi mét quang 
dusng. Hinh cho thay tam gidc vdi g6c x va canh a. Quang dudng lai xe tdi 
dudng cao téc 1A asec x. Quang dudng lai xe trén dudng cao téc 1a b—atanz. Chia 
bdi cdc téc do 30 va 60, tong thdi gian lai xe c6 dang dep: 
asecr b—atanz 

30 60 , 
Dua cac dao ham cutia seca va tan vao df /da: 
d, 
= = sec x tan x — a sec? x. 
Bay gid dat df /dx = 0, chia béi a, va nhan bdi 30 cos? x : 


(3.2.3) f(x) = Téng thdi gian di = 





(3.2.4) 


1 
(3.2.5) sing = 3 
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, 1 
Dap An nay 1a dep! Goc « 1a 30°! Géc téi uu (7/6 radians) c6 sina = 5 Tam gidc 


canh bén a va canh huyén a/V3 1A mét tam gidc vudng 30 60 90. 
Toi khong biét ban thich dang a? + 2? hay dang ludng gidc. Nhung cu tiéu 1A 
nhu nhau—hoac 1a tai 30° hodc 1a di truc tiép tdi MIT. 










12000 + 
9600 + 
ha atane thé nang 8500 + Doanh th 
a 5 hex? hi phi 
di vao |: 
asec x ee _y Loi nhuan 











>X 





thé nang —max 
10 20 30 





HinuH 3.2.4. (a) Lai xe tai géc x. (b) Cac nang lugng cla lo xo 
va khéi lugng. (c) Loi nhuan = doanh thu — chi phi. 


Vi DU 3.2.10. Trong co hoc, tao héa chon nang luong cuc tiéu. Mot lo xo bi 
kéo xudng béi mot khéi ludng, nang lugng 1A f(a), va df/dxz = 0 dua ra diém can 
bang. Cau hoi tai sao rat nhiéu dinh luat cha vat ly lai lién quan dén ning lugng 
cuc tiéu hoac thoi gian cuc tiéu lA mét cau héi mang tinh triét ly cao—cau hdi nay 
lam cho toén hoc tré nén dé dang hon. 

Nang lugng cé hai thanh phan—thanh phan déi vdi 16 xo va thanh phan déi 
vdi khéi lugng. Nang lugng 16 xo 1a 5 ke’ —duong trong qua trinh gian ra (x > 0 


la hudéng xuéng) va trong trinh nén lai (2 < 0). Thé nang cia khéi lugng dude 
lay lA —ma—giam khi khéi ludng di xu6ng. Can bang xay ra tai cuc tiéu cia 


f(z)= ake — mx. 


Toi lay lAm tiéc vi phai dua ra cho ban mot vi du nhé nhu vay, nhung vi du nay 
lam noi bat lén mot diém quan trong. Khi f(x)la bac hai, phudng trinh can bang 
df /dx = 0 la tuyén tinh. 

¢ =kx-m=0 
Vé phuong dién dé thi, c = m/k 1a hoanh do dinh ctia parabola. Vé phudng dién 
vat ly, ke = m lA mot phugng trinh can bang ctia cac luc—lc 16 xo ching lai trong 
luc. Dinh luaét ctia Hooke d6i véi lic 1d xo 14 hé sé dan héi k lan dé ddi z. 


Vi DU 3.2.11. Dao ham ctia chi phi = chi phi bién (vi du dau tién cia 
chiing ta vé linh vic quan tri). 
Chi phi danh cho gidy ding dé in x ban in cia cu6n sch 1A C = 1000+ 32 dollars. 
Dao ham 1a dC/dx = 3. Day 1a chi phi bién cia danh cho giay déi vdi timg cuén 
sdch dudc in thém. Néu a tang thém m6t cuén sach, chi phi C tang thém $3. Chi 
phi bién cé ¥ nghia tudng tu nhu van téc va tong chi phi cé ¥ nghia nhu quang 
dusng. 
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Chi phi bién dudc tinh theo dollars trén mét cudn sadch. Chi phi toan 
phan duoc tinh theo dollars. Doanh thu la I(x) va doanh thu bién 1a dI/dzx. Dé 
Ap dung giai tich, ching ta cu thé hod moi thit bang sé. 

Gia sit s6 ligng c&c cuén séch ting thém mot Itong dxf] Chi phi tang them 
mot lugng (dC/dx)dx. Thu nhap tang thém mot lugng (dI/dx)dx. Néu ching ta 
bé qua tat ca cdc chi phi khac, khi d6 lot nhu@én P(x) = doanh thu I(x)— chi 
phi C(x). Trong hau hét cdc trudng hop, P tang téi mt cuc dai rdi sau dé gidm 
xuong. 

Tai dinh trén dudng cong doanh thu, doanh thu bién bang khéng: 


dP dI dc 

Bee EG yee 2 eh 

dx el dx dz 

Loi nhuén la duoc cuc dai khi doanh thu bién I' bang chi phi bién C’. 
Quy luat co ban nay cua kinh té hoc dudc truc tiép suy ra tit giai tich, va ching 

ta xét mot vi du: 


(3.2.6) 


C(x) = chi phi cia x quéng céo = 900 + 400a — x? 
chi phi lip dat 900, chi phi in 400z, volume saving 2? 
I(x) = doanh thu do x quaéng céo = 600x — 6x? 


ban 600 trén méi quang cao, trit 6x” déi véi Idi tiie gidm dan 
quyét dinh toi uu dC/dx = dI/dx hay 400 — 2x hay x = 20 


loi nhuén = doanh thu — chi pht = 9600 — 8500 = 1100. 
Muc tiép theo cho thay cAch xAc minh loi nhuan nay 1a cuc dai ma khong 1A cuc 
tiéu. 
Cac bai tap dau yéu cau ban giai df /dx = 0. Cac bai tap sau dé con yéu cau 
ban tim f(z). 


BAI TAP 3.2 


Cac cau héi dién tiv vao ché tréng Cac gia tri cuc tri cing cé thé xay ra 
taincima _f  khdéng dugc xac dinh hoac 
Néu df/dx > 0 trong mot khoang, khi d6 tai _g  ctta mién xéc dinh. Cac cuc tiéu 
f(x) la _a_. Néu mot cue dai hodc cue cia |2| va 5a déi v6i -2 < « < 2 nim 
tiéu xay ra tai z, khi do f'(z)=__b_ .Céac taiz=_h vwaaw=_i_, mac di df/dx 
diém ma tai do f’(x) = 0 duge goi 1a céc khong bang khong tai nhitng diém do. 2” IA 
diém __c_. Ham s6 f(x) = 3a7—a c6 mot mot _j __ tuyét déi khi f(a*) > f(x) déi 
(cue dai)(cuc tiéu) taiz =__d_. Mot diém_ vdi moi x. Mot cuc tiéu _k _ xy ra khi 
dimg ma khong phai lA cuc dai hoac cuc tiéu f(x") < f(x) déi véi moi x gan 2”. 
xay ra déi vdi f(x) = __e 


5C6 1é dx lA mot cuén sach giai tich vi phan. Toi xin 1éi néu ban cam thay c6 qua nhiéu sach gidi 
tich phai hoc. 
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2 1 
Cuc tieu cla sar —ba la _1_ tai 


c= _m 

Tim cac diém dtmg va cac diém 
nghi ng@ va cdc diém bién. Quyét dinh 
xem m6i diém 1A mét cuc dai hay cuc 
tiéu, dia phuong hay tuyét déi. 


3.2.1. f(x) = 2?+4a+5, —0o < & < 00 

3.2.2. f(x) = a® — 122, —co < x < 00 

3.2.3. f(x) =2°4+3,-1<a<4 

e+ (0/n),1l<a< 4 
=) 1S eed 





x 
3.2.6. f(x) =1/(e—27)?,0<a2<1 
. 182”, 





o< 


3.2.8. f(x) = {x?—42 déi voi0 <a < 
1,2? —4 déi vail <a <2} 


3.2.9. f(t) = Ve—-1+V9-a,1< 


red 
3.2.10. f(x) =a+sinz,0<a< 20 
3.2.11. f(z) =2°(1— 





r)®, -coo<a< 


3.2.12. f(x) =a/(1+2),0< «2 < 100 

3.2.13. f(x) = khoang cach tiv x > 0 
dén sé nguyén gan nhat 

3.2.14. f(x) = khoang cach ti’ x > 0 
dén sé nguyén té6 gan nhat 





3.2.15. f(x) =|e¢+1)/+|¢-1], -3< 
<2 

3.2.16. f(c) =aV1—22,0<a2<1 

3.2.17. f(x) =a? -—a??,0<a<4 

3.2.18. f(x) =sinxv+cosz,0<a< 
27 

3.2.19. f(x) =a+sinz,0<a< 20 

3.2.20. f(0) = cos’ Osiné, -r< a< 
a 

3.2.21. f(0) = 4sin@ — 3cosd, 0 < 
xu <2 


3.2.22. f(x) = {27 +1 déi véi x < 1, 
x” — 4x +5 déi vdi « > 1} 


3. CAC UNG DUNG CUA DAO HAM 


Trong cac bai tap dudc ap dung, chon 
cac don vi thuéc hé meter néu ban 
mu6n. 


3.2.23. Cac hang hang khong chap 
nhan mét kién hanh ly hinh hop néu 
chiéu dai + chiéu rong + chiéu cao = | + 
wth < 62” hay 158 cm. Néu h duge cé 
dinh, chitng té rang rang thé tich cuc dai 

1 
(62 — w — h)wh la V = h(31 — ah Chon 
h dé cuc dai hoa V. Hinh hop véi thé tich 
én nhat 1a mét 


3.2.24. Néu mach ctia mot bénh nhan 
dudc do dugc 1a 70, rdi 80, rdi 120, hdi gid 
tri binh phuong nhé nhat nao cute tiéu hoa 
(a — 70)? + (a — 80)? + (a —120)?? Néu bénh 
nhan lo lang, gan 120 lam m6t trong sé thap 








hon va cuc tiéu hoa (a — 70)? + (# — 80)? 4 
aC 190)". 


3.2.25. Tai téc dd v, mdt chiéc xe tai 
ding av + (b/v) gallon xing trén m6t mile. 
Hoi chiéc xe di dudc bao nhiéu mile trén 
mét gallon 6 téc dé v? Cuc tiéu hoa mtic 
tiéu thu xing. Cuc dai hoa sé dim trén méi 
gallon. 


3.2.26. Mot chiéc limousine dat dudc 
(120—2v)/5 mile trén mét gallon. Viéc thué 
tai xé ton $10/gid, nhién liéu t6n $1/gallon. 

(a) Tim chi phi trén mot dim tai téc 
do v. 

(b) Tim téc d6 lai xe dé chi phi 1A ré 
nhat. 


3.2.27. Ban mudén ném mét qua bong 
vao 16 tai géc @ sao cho téc do ném 1A 
cuc tiéu. Tranh nhiing ci ném thing)] va 
nhiing ci ném vong cung’| Ném tv (0,0) 
vdi rd n&m tai (a,b), cuc tiéu hoa f(0) = 
1/(asin 0 — bcos” 6). 

(a) Néu b = 0, ban dting ngang hang 
véi r6. Chitng minh rang goc 6 = 45° 1a tét 
nhat (ct sky hook cia huyén thoai bong ré 
Jabbar). 

df 


(b) Don gidn qo 7 0 thanh tan20 = 
a Giai khi a = b. 

(c) Uéc lugng géc tét nhat cho mét ct 
ném tu do. 


®Nd: Ct ném thang trong bong ré (tiéng Anh: line drive). 
7Nd: Ci ném vong cung trong m6n bong ré (tiéng Anh: rainbow). 


3.2. BAI TOAN CUC DAI VA BAI TOAN CUC TIEU 


Ciing géc do cho ching ta bién sai sé lén 
nhat (két luan dudc dua ra trong cuén sdch 
Khoa hoc Thé thao bia tac gia Peter Bran- 
cazio). Muc 12.2 dua ra duéng bay. 


3.2.28. Vao nhitng ngay dai nhat va 
ngan nhat, trong thang 6 va thang 12, tai 
sao do dai cia ngay thay déi it nhat? 


3.2.29. Tim Y ng&n nhat néi P, Q, 
va B trong hinh. Ban dau, B 1A m6t mang 
dung thtfc 4n cia chim. Chiéu dai cha Y 1a 
L(x) = (b— 2) + 2Va? + 2?. 

(a) Chon a dé cu tiéu hoa L (x khong 
duoc phép lé6n hon 6). 

(b) Chitng to rang tam cia Y co cdc 
goc 120°. 

(c) Y tét nhat tré thanh V khi a/b = 











3.2.30. Néu ham quang duéng 1a 
f(t) = (1+3t)/(1+3¢7), hoi khi nao chuyén 
dong tién vé phia trudc két thic khi nao? 
Ban da di dudc bao xa? Diém cong: Vé dé 
thi f(t) va df /dt. 


Trong |3.2.31}3.2.34, chang ta lam 


va ban x chiéc banh pizza. Doanh thu 
la R(x) = ax + ba” va chi phi la C(x) = 
c+dx+ex’. 


3.2.31. Loi nhuan 1a II(a) = 
Lgi nhuan trung binh trén mét chiéc banh 
pizza la = . Loi nhuan bién trén 
mot chéc banh pizza dudc lam thém 1a 
dil/dx = . Ching ta nén cue dai 
héa (Idi nhuan) (gi nhuan trung binh) (Idi 
nhuan bién). 


3.2.32. Ching ta nhan dudc R(x) = 
ax + bx” khi gié mét chiéc banh pizza 1A 
p(x) = . Ngugc lai: Khi gia la p, 
ching ta ban dugc x = chiéc banh 
pizza (m6t ham sé cua p). Ching ta ky vong 
b<O0vi 


3.2.33. Tim x dé cuc dai héa Idi nhuan 
Il(a). Tai x d6, loi nhuan bién 1a dII/dx = 
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3.2.34. Hinh B cho thay R(x) = 
30—27 va Ci(x) = 1+27 va Co(x) = 242”. 
V6i chi phi C1, can x bao nhiéu dé c6 |di 
nhuan? x nao cé Idi nhuan nhiéu nhat? Véi 
chi phi dugc cé dinh cao hon trong C2, ké 
hoach tét nhat 1A 


H6p banh quy va hép bong ngé hinh 
hop dudi day dudc tao ra bdi Kay 
Dundas tiv mét hinh vudng 12” x 12”. 
Cac bai todn lién quan dén mdét chiéc 
hop khéng cé mat trén 1a cé dién trong 


giai tich. 
2 


12-2 











id / ¥ 
av © 


6-2 x 


3.2.35. Chon « dé tim thé tich cuc dai 
cua hép banh quy. 


3.2.36. Chon « dé cuc dai hoa thé tich 
cua hdép bong ngé. 


3.2.37. Mét hdp chocolate cao cap cd 
hinh dang tudng tu nhu hop banh quy chi 
khac 14 n6 c6 thém mot dai véi chiéu rong 
x doc xuéng mat trudéc. Tim thé tich mdi 
V(x) va # ma cuc dai héa no. Diém cong: 
Chitng t6 rang Vinax da bi giam hon 20%. 


3.2.38. Déi véi mét chiéc hép khéng c6 
mat trén, cAt bén hinh vu6ng c6 canh 2 tit 
cAc géc cla hinh vuéng 12”. Gap cdc canh 
dé chiéu cao la x. Cuc dai héa thé tich. 


Hinh hoc cho ching ta nhiéu bai tap 
cé tinh tng dung hon ban tu6ng. 


3.2.39. Mét soi day dai bin feet dudc 
cat thanh hai khic. Mot khic tao hinh 
thanh mot hinh tron c6 ban kinh r, khic 
con lai dugc tao hinh thanh mét hinh vu6ng 
canh x. Chon r dé cuc tiéu héa téng cac 
dién tich cia ching. Sau dé chon r dé cuc 
dai héa. 


8Nd: Khoa hoc Thé thao (tiéng Anh: Sports Science). 
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3.2.40. Mot bitc tudng cé dinh dude 
tan ding rao mét canh cia mot manh dat 
hinh cht nhat. Ching ta c6 200 feet hang 
rao dé rao ba canh con lai. Cuc dai hoa dién 
tich A theo 4 buéc: 

1 Vé hinh minh hoa tinh huéng. 

2 Chon mét dai lugng chua dude biét 
va ky hiéu no la x (nhung dting chon A!). 

3 Tim tat ca cdc dai lugng con lai theo 
2. 

4 Gidi dA/dx = 0 va kiém tra cdc diém 
bién. 

3.2.41. Khong cé bite tudng cé dinh, 
cAc canh cia manh dat hinh chit nhat dudc 
rao thoa man 2x” + 2y = 200. Cuc dai hoa 
dién tich. So sénh véi dién tich cua manh 
dat hinh tron dude rao béi ciing hang rao. 


3.2.42. Thém 200 mét hang rao vao 
100 mét hang rao thang co sin dé tao nén 
mot hinh ch® nhat véi dién tich cuc dai 
(dugc séng tac béi Gido su. Klee). 


3.2.43. Mot hinh chit nhat xép vita vio 
hinh tam giac vdi cac canh x = 0, y = 0, va 
x ¥y 
476 
diém trén canh thtt ba ma cuc dai héa dién 
tich xy. 

3.2.44. Hinh chit nhat lé6n nhat trong 
Bai tap[3.2.43]c6 thé khong nhat thiét phai 
nam thang. Dat mot canh trén + i =1 


= 1 c6 thé lén dén mtic nao? Tim 


va cuc dai héa dién tich. 


3.2.45. Chu vi hinh chit nhat trong Bai 
tap |3.2.43/1a P = 2a + 2y. Thé déi véi y dé 
tim P(a). Hinh chit nhat nao c6 Pmax = 12? 


3.2.46. Tim hinh tru tron c6 thé tich 
lén nhat ma n&m vita van trong hinh cau 
ban kinh 1. 


3.2.47. Mot hinh tru nim vita van 
trong mét hinh non co ban kinh day R va 
chiéu cao H cé kich cG nhu thé nao? Déi 
véi hinh tru, chon r va h trén mat déc 
r/H +h/H = 1 dé cuc dai héa thé tich 
V =arh. 


3.2.48. Hinh tru trong Bai tap |3.2.47 
c6 dién tich mat bén A = 2r7rh. Cuc dai hoa 
A thay vi V. 

3.2.49. Tinh ca mat trén va mat day, 
hinh tru c6 dién tich 


A=2rrh+ Qnr? = QrrA(1 — R) + Qnr?. 





3. CAC UNG DUNG CUA DAO HAM 


Cuc dai héa A khi H > R. Cuc dai héa A 
khi R> H. 


3.2.50 (*). Mét bttc tudng cao 8 feet 
cach mot cin nha 1 foot. Tim chiéu dai L 
cua cdi thang ngin nhat dudc dting tiv mat 
dat chéng vao bttc tudng tua vao cin nha. 
Vé mo6t tam gidc vdi chiéu cao y, day 1+2, 
va canh huyén L. 

3.2.51. Tim hinh tru dong cé thé tich 
V = rr*h = 16m ma cé dién tich bé mat 
nho nhat. 

3.2.52. Vé mot con diéu hinh tam gidc 
vGi cdc canh 1, 1, 2a bén canh mét hinh tam 
gidc véi céc canh 22, 2, 2. Tim dién tich A 
va x cuc dai hdéa dién tich do. Goi y: Trong 
dA/da, don gian héa V1 — 2? — 2? /V1 — 2? 
thanh (1 — 2x7)/V/1— 2?. 

Trong [3.2.53} [3.2.56] x va y la céc sé 
khéng 4m thoa x+y = 10. Cu dai héa 
va cuc tiéu hoa: 


3.2.53. xy 
2 +y? 
y — (1/2) 


sin x sin y 


3.2.54. 
3.2.55. 
3.2.56. 


3.2.57. Tim tong khoang cach f(a) tit 
A dén X dén C. Chiing té rang df /dx = 0 
kéo theo sina = sinc. Géc phan xa bang 
goc tdi dé cuc tiéu hoa thdi gian di. 





x X s-2£ 





3.2.58. Nguyén ly cia Fermat noi rang 
Anh sang di tv A dén B theo duéng nhanh 
nhat. Van téc cua no phia trén truc x 1A v 
va phia dudi truc x 1a w. 

(a) Tim thdi gian T(x) tiv A dén X dén 
B. Trén AX, thdi gian = quang dudng/van 
téc = Vr2 4 x2/v. 

(b) Tim phuong trinh déi véi x cuc tiéu 
hoa. 

(c) Suy ra dinh luat cia Snell sina/v = 
sin b/w. 


3.3. DAO HAM CAP HAI: 


Cac “bai todn diém gan nhat” 1a cdc 
m6 hinh déi véi nhiéu tng dung. 

3.2.59. Diém nao trén parabola y = x 
gan véi diém x = 0, y = 2 nhat? 

3.2.60. Diém nao trén dudng thang 
y = 5 — 2a gan vdi diém (0,0) nhat? 

3.2.61. Diém nao trén y = —2” gan 
véi diém nao trén y = 5 — 2x nhat? Tai cc 
diém gan nhat, cdc dé thi c6 cing hé sé goc. 
Vée cac dé thi. 


3.2.62. Diém nao trén y = x” gan véi 
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3.2.67. Khi gia tri tuyét déi cia hiéu 
gitta f(x) va g(x) la nho nhat, cdc hé 86 goc 
cua ching la . Chi ra diém nay trén 
cdc dé thi cia f =2+27 vag =2r—2”. 


3.2.68. Gia stt y dudc cé dinh. Cuc 
tiéu cha a” +a2y—y” (mot ham sé cia x) 1a 
my) = . Tim cuc dai cia m(y). 

Bay gid x dugc cé dinh. Cuc dai cia 
x’ +ay—y” (mot ham sé cia y) la M(x) = 
. Tim cuc tiéu cha M(z). 


3.2.69. Déi vdi ting m, cuc tiéu cha 
max xay ra tai cv =m. f(z) la gi? 


f(x) 





(0, 3) nhat? Cuc tiéu hoa x? + (y ° = 


+= 5” dua ra y < 0. Co gi sai? 


3.2.63. Vé dudng thang y = mz di qua 
gan (2,3), (1,1), va (—1,1). Véi khép binh 
phuong nhé nhat, cuc tiéu hoa 

(3 -—2m)?+ (1 (14 

3.2.64. Mot tam gidc co cdc dinh 
(—1,1), (2, 2”), va (3,9) nim trén parabola 
y = x”. Tim dién tich cuc dai cia n6 déi voi 
x nam gitta —1 va 3. Goi y: Khoang cach 
tit (X,Y) téi dusng thang y = mr +0 1A 
|\Y —mX — d|/V14+ m2. 

3.2.65. Hai chiéc tau ngam duce dinh 
vi tai (2,0) va (1,1). Chon hé sé géc m dé 
dudng thang y = ma di gitta hai tau ngam 
nhung cach chiéc gan nhat xa nhat co thé. 
Bai tap |3.2.66)3.2.72| quay tréd lai ly 
thuyét. 

3.2.66. Dé tim diém trén dé thi cia 
y(x) c6 hé s6 géc én nhat, giai 
Déi véi y 1/(1 + a”), diém 





m)? 4 m)?. 


nay 1a 


3.3. Dao ham 


3.2.70. y = @ + 2a” sin(1/a) c6 hé sé 
goc 1 tai 2 = 0. Nhung chting to rang y 
khong tang trén mot khoang quanh x = 0, 
b&ng cAch tim cdc diém ma tai d6 dy/dx = 
1 — 2cos(1/ax) + 4a sin(1/x) 1a 4m. 


3.2.71. Dung hay sai, voi mot mdt ly 
do: Gitta hai cuc tiéu dia phuong cia mét 
ham tron f(x), c6 mét cuc dai dia phuong. 


3.2.72. Xay dung ham s6 y(x) ma cé 
cuc dai cua no nim tai mot diém thé va cuc 
tiéu cia né nim tai mot diém bién. 


3.2.73. Vé mot h6é boi hinh tron véi 
mot ngudi cttu h6 6 mét phia va mét ngudi 
duéi nuéc 6 phia déi dién. Ngudi cttu hd 
boi véi van téc v theo médt dudng thang 
cho dén khi anh ta dén dudc ria hé boi va 
chay quanh phan con lai cia hé vdi van téc 
w = 10v. Néu hudng boi tao thanh géc 6 
v6i duéng boi dudng boi truc tiép dén ngudi 
duéi nuéc, chon 6 dé cuc tiéu héa va cuc dai 
hoéa théi gian dén. 


Cap hai: D6 vong va Gia téc 


Khi f’(x) la duong, f(x) 1A tang. Khi dy/dz 1a am, y(x) la gidm. Ching ta 
nhan thay kha ro ¥ nghia nay ctia céc dao ham cap mot, nhung cdc dao ham cap 
hai lai noi lén diéu gi? Bang cach nhin vao dé thi dudng cong, liéu ban c6 thé quyét 
dinh duoc dau cha f’ (x) hay d?y/dx? hay khong? Cau tra 1di 1a cé va 1A cét 16i 


cua cau tra li nay 1A nim 6 dé voéng. 


Mot duéng thing lA khong 1di lom. Hé sé goc cia y = mx +b la m (mot hang 
so). Dao ham cap hai lA khong. Khong gi dang nh&c dén khi ndi dén hé sé gé6c 
khong déi cia mot duéng thang, ching ta phai xét cdc duéng cong mdi thay dude 


nhitng hé s6 g6c cé su thay déi. Nhiing 
thong qua f” (x): 
far a6 ff =27 "af" = 


su thay ddi cia dao ham dugc biéu thi 


2 (parabola nay vong /én) 
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y =sinzx c6 dy/dx = cosax va d’y/dx” = — sin x (dudng sine vong 
zuong) 
Gia tri cia hé s6 g6c 2x cang lic cang trd nén Ilén hon ngay ca khi gid tri cla 
parabole dang tut gidm. Dau cua f hoac f’ khong dude tiét 16 bdi f”. Dao ham 
cAp hai cho ching ta biét vé s6 gia trong hé s6 goc. 

Mot ham s6 véi f(x) > 01 lém trén. N6 vong lén khi hé s6 géc ting. N6 con 
dude goi 1a loi. Mot ham véi hé sé géc giam—diéu nay nghia la f(x) < 0O—la lém 
dui. Lutu ¥ cach céc ham sé cosx va 1+ cosx va ngay cA ham sé 1 + 9% + cos & 
thay déi tiv lom duéi sang lom trén tai 2 = 7/2. Tai diém do f” = —cosz thay 

P P 1 ‘ 
doi ttt 4m sang duong khi di qua diem do. $6 hang phu 1+ rd lam nghiéng do thi 
nhung do vong van nhu ci. 


# tiép tuyén 6 trén 
1+ 5 t+ cose f’ <0 










tiép tuyén 
cong cat ngang 


xuéng, 

















f'so 
tiép tuyén 6 dudi 


Hinu 3.3.1. Hé sé g6c tang=lom trén (f” > 0). Lom duéi 1a 
f” <0. Diém uén f” = 0. 


Duéi day 1a mot cdch khac dé nhan biét dau cia f” (x). Hay nhin vao dudng 
tiép tuyén. Khi dudng cong 1A lém trén, tiép tuyén nim phia dudi dudng cong. 
Gia tri cla mét xAp xi tuyén tinh 1A qua thap so véi gia tri thutc cla ham so. Thay 
vi ding dén m6t x4p xi tuyén tinh, muc nay sé tinh mét xAp xi bac hai—x4p xi 
nay bao gdm ca s6 hang véi f” > 0. Khi dudng cong vong xuéng (f” < 0), diéu 
ngudc lai xAy ra—tiép tuyén nim phia trén dudng cong. Gia tri cla xAp xi tuyén 
tinh 14 cao hon nhiéu so véi gid tri thuc cia ham s6, vA mét xAp xi bao gdm sé 
hang véi f” sé tiém can gid ding cia ham so. 

Trong chuyén dong vat ly, f(a) la gia t6c—theo cac don vi cia dudng di/(thdi gian)?. 
Gia téc 1A téc do thay déi cia van téc. Dao dong sin 2t c6 van téc v = 2 cos 2t (tdc 
do cuc dai 2) va gia téc a = —4sin 2t (gia téc cuc dai 4). 

Mot su tang dan sé c6 nghia la f’ > 0. Mét téc dé gia tang duong c6é nghia 
la f” > 0. Hai diéu nay khac nhau. Téc do c6 thé cham xudéng trong khi sy tang 
trudng van tiép tuc. 


CUC DAI VS. CUC TIEU 
Nhé lai rang f’(x) = 0 xay ra tai mot diém ding. Diém nay co thé lA mot cuc 
dai hoic mét cuc tiéu. Dao ham bac hai sé quyét dinh mét diém ding la 
mét cuc dai hay mét cuc tiéu! Thay vi tinh f(x) tai nhiéu diém, ching ta tinh 
f(x) tai mot diém—diém ding. No 1 mot cuc dai néu f” (x) > 0. 
PHAT BIEU 3.3.1. Khi f(z) =0 va f’"(x) > 0, co mot cue tiéu dia phudng 
tai x. 
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khi f’(x) =0 va f(x) < 0, c6 mot cuc dai dia phuong tai x. 


O bén trai cha mot cuc tiéu, dudng cong di xuéng. Sau khi dat cuc tiéu, dudng 
cong di lén. Hé sé g6c da thay ddi tit Am sang dudng. D6 thi vong lén va f” (x) > 0. 

Tai mot cuc dai, hé s6 géc thay ddi tiv duong sang 4m. Trong trudng hgp ngoai 
lé, khi f’(2) = 0 va dong thai f” (2) = 0, moi thtt déu c6 thé xay ra. Mot vi du la 
x° cé dé thi di lén va tam dig tai 2 = 0 va tiép tuc di lén (hé s6 gdc cla nd 1A 
f' (x) = 32? > 0). Tuy nhién, «* c6 dé thi cha x* cd dé thi di xuéng va tam ding 
tai x = 0 va di lén (vdi mot doan dé thi rat phang c6 tiép tuyén gan nhu cing 
phuong véi truc hoanh). 

Ching ta nhén manh rang, thong tin ti f’(x) va f’ (2) chi mang tinh “dia 
phuong.” Dé khang dinh mot diém 1A mot cuc dai hay cuc tiéu tuyét doi, ching ta 
can thong tin trén toan mién xac dinh. 


Vi Dy 3.3.1. f(z) = 2? — 2? c6 f(z) = 307 — Qe va f" (2) = 62 — 2. 
Dé tim cue dai va/hoac cuc tiéu, giai 3x? — 22 = 0. Cac diém ding la x = 0 va 


2 ; , 2 
w= 3. Tai nhting diém nay, ching ta can c4c dao ham cAp hai. No la f”(0) = —2 


2 2 
(cuc dai dia phuong) va ra) = +2 (cute tiéu dia phuong). 
Gitta cuc dai va cuc tiéu la diém uén. Dé la diém ma tai do f(x) = 0. Duong 
cong thay déi tit lom duéi sang lom trén. Vi du nay cé f” (2) = 6x — 2, nén diém 


uon la x = =. 
3 


DIEM UON 


Trong toan hoc, viéc mét ham s6 triét tiéu c6 gid tri bang khong tai mot diém nao 
do 1A mét su kién d&c biét. Khi ham sé nay 1a f , dé thi cua n6 cAt truc hoanh. 
Khi ham s6 nay 1A f’ , tiép tuyén c6 cing phucng véi truc hoanh. Khi ham s6 nay 
la f”, ching ta cé mot diém uén. 

Huéng vong cia dé thi thay déi tai diém uén. Su thay doi nay dé dang 
dude nhan thay bang mat thudng. Ching ta sé thay rang ngay tai diém uén, dé 
thi 1A mot dudng thang (dudng thang co f” = 0). That dé dang nhan biét nhitng 
diém c&t truc hoanh va nhiing diém ding va nhitng diém udn. Rat it ngudi cd thé 
nhan ra f’/” = 0 hoac f’”” = 0 tai dau. Toi khong chic liéu nhitng diém nay co tén 
goi riéng danh cho ching hay khong. 

C6 mét cuc dai ho&c cuc tiéu thuc su khi f’(x) doi dau. Tudng tu, c6 mot diém 
udn thuc su khi f(x) doi dau. Dé thi la lom dudi 6 mét bén cia mét diém 
uon va lom trén 6 bén con lai [| Cac tiép tuyén nim 6 phia trén dudng cong 6 
mot bén cla mot diém uén va nim 6 phia dudi 6 bén con lai. Tai mot diém uén, 
tiép tuyén di cat dudng cong (Hinh 3p) 

Chi ¥ rang mot parabole y = axz* + bx +c khong c6 céc diém uén: y” 1A hang. 
Mot dudng cong bac ba cé mot diém udn, béi vi f” 14 tuyén tinh. Mot dudng cong 
bac b6n c6 thé hoac c6 thé khéng c6 cdc diém uén—dé thi cia ham bac hai f” («) 
c6 thé hoac c6 thé khong cat truc «x. 


9Ham sé f(x) = 2* khéng thé hién diéu nay, ham sé nay cé f’(x) = 122? > 0 6 cA hai bén cia 
diém (0,0). Tiép tuyén cua no 1A truc x. Tiép tuyén nim 6 phia dudi dé thi—nén (0,0) khong 1A 
diém uén. 
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Vi DU 3.3.2. Dé thi cha «* — 22? c6 hinh chit W, dé thi cia 42° — 42 c6 hai 
cai budu, dé thi cia 12x? — 4 c6 hinh chit U. Bang sau cho thay cdc dau tai cdc gid 
tri quan trong cla 2: 


a -—-V72 -1 -1/V3 0 1/v3 1 v2 


f(z) 0 = 0,0 0 
f'(2) 0 - 0 - 0 
f" (x) 0 = 0 


Gitta khong diém cia f(x) xuat hién cdc khong diém cia f’(x) (cdc diém ditng). 
Gitta cac khong diém cia f’(x) xuat hién cdc khong diém cia f” (x) (cAc diém uén). 
Trong vi du nay, f(x) c6 mot khong diém kép tai géc toa do, nén ching ta bat dude 
mot khong diém don cia f’ 6 do. No 1a cuc dai dia phuong, vi f’(0) < 0. 

Cac diém uén 1A quan trong—khong chi déi vdi toan hoc. Ching ta biét dan sé 
thé gidi sé tiép tuc tang. Ching ta khong biét liéu téc d6 gia tang sé gidm xudng 
hay khong. Nh6 ring: Téc d6 gia tang ditng tang truéng tai diém uén. Dudi 
day 1A bao céo nim 1990 theo tuéng trinh cla Quy Dan sé Lién Hop Quo") 

Mui nim tdi sé quyét dinh liéu dan sé thé gidi tang g4p ba hay 
chi tang gAp hai lan trudc khi n6 ding tang truéng. Diéu nay cé 
thé dinh doat liéu tuong lai cia trai dat c6 con IA mét noi cu tri 
phi hgp cia nhfn loai hay khéng. Dan sé, hién nay 1a 5.3 ty, dang 
tang thém mot phan tu triéu ngudi mdi ngay. Tt 90 dén 100 triéu 
ngudi dude sé dudc thém vao méi nam trong thap nién 1990: mdt 
ty ngudi—tugng dudng vdi dan sé Trung Quéc—dusdc thém vao 
qua mot thap nién. Nhitng nuéc nghéo nhat sé cé mic gia ting 
dan sé cao nhat. 
Méi chi may nim trudc, dudng nhu téc dé gia tang dan sé dA 
cham lai [Jo kh&p noi ngoai trit 6 chau Phi va m6t phan cia Nam 
A. Dan sé thé gidi c6 vé sé 6n dinh trong khodng 10.2 ty dén hét 
thé ky sau. 
Tinh hinh nay xem ra ft htfa hen. Dan s6 thé gidi dA vuct qua 
mitc nhitng du bao cia phudng An trung binh “kha ning cao nhat” 
dugc tién hanh nim 1984. Dan sé thé gidi gid day dang tién dan 
dén tong s6 la gan 11 ty chit khong phai 1a 10 ty. 
Néu nhu viéc giam mitc sinh tiép tuc thap hon du kién, c6 thé 
chi tiéu dat ra mét lan lai khong dat. Trong truéng hop do, tong 
dan sé thé gidi c6 thé lén hon 14 ty. 
Bat dau vdi mot cudc diéu tra dan sé, UN" | thong ké theo ting nhom tudi tai tig 
quéc gia. Ho uéc lugng ty 1é tit vong va ty 1é sinh—cac udc lugng trung binh dudc 
cong bé. Bao cdo nay dang noi rang uéc lugng cia ching ta JA khoéng chinh xac. 

Muc 6.5 sé trdé lai van dé dan sé, véi mot phudng trinh ma noé du bao dan sé 
thé gidi sé 1A 10 ty. No gid dinh ching ta dang ding tai diém uén cia dé thi dan 
s6 thé gidi. Nhung cuéc diéu tra dan s6 thtt hai cia Trung Quéc mdi bat dau vao 
ngay 1 thang 7 nim 1990. Khi cudc diéu tra nay két thic, ching ta sé biét liéu 
ching ta dang ditng tai diém uén hay van con chua dén diém uén. 


10Nd: Quy Dan s6 Lién hdp quéc (tiéng Anh: UN Population Fund, viét t&t: UNFPA). 
11h ién Hop Quéc nhin vao dao ham cAp hai! 
!2Nd: Lién Hop Quéc (tiéng Anh: United Nations, viét t&t: UN). 


3.3. DAO HAM CAP HAI: DO VONG VA GIA TOG 151 


Bay gid ban da hiéu ¥ nghia cia f” (x). Dau cia no cho biét hudng vong—so gia 
trong hé sd géc. Phan con lai cia muc nay tinh mite véng cia dudng cong—ding 
ca dé lén cia f(x) nita chit khong riéng gi dau cia n6. Ching ta cting tim thay 
cac xAp xi bac hai dya trén f’’ (x). Trong mot s6 khéo hoc, nhitng x4p xi nay 1a tury 
chon—cac diém chinh dudc lam ndi bat trong muc nay. 


SAI PHAN TRUNG TAM VA SAI PHAN BAC HAI 
Giai tich bat dau véi cdc van téc trung binh, dude tinh 6 hai phia cia z: 


(3.3.1) fle Ao = 72) = fe Me — Az) gan bing f(a). 








Mac dt khong duce dé cap dén, nhung ching ta can phai biét rang minh cé thé 
nhan dugc mot xap xi f’(x) cé do chinh xac tét hon nita bang cach lay trung binh 
cia hai trung binh nay. Diéu nay sinh ra mot sai phan trung tém, dua trén 
x + Az va « — Ax. Déi vdi sai phan trung tam, mau sé 1A 2Az: 


(3.3.2) 
Pie ATT OTH Fe) | fe) =fe—Aw))) ses Ae) =f — Ag) 
FC )=5| a = Ae = Ax 





Ching ta tuyén bé sai phan trung tam c6 do chinh xac t6t hon sai phan m6t phia. 
Hay kiém tra diéu nay véi luy thita cia 2. 

Déi véi f(x) = 2, tat cd cdc ty s6 trén déu dua ra f’ = 1 (chinh xdc). Déi véi 
f(x) = x”, chi c6 sai phan trung tam chinh x4c dua ra f’ = 2x. TY s6 mot phia 
dua ra 2a + Ax (trong Chung[i] ty s6 nay la 2t + h). N6 chi c6 “do chinh xc bac 
nhat.” Nhung sai phan trung tam lai khong c6 sai s6. Déi vdi sai phan trung tam, 
ching ta lay trung binh cia 22 + Az véi 2x — Az. Nhu vay sai phan trung tam cé 
“do chinh xac bac hai.” 

Bay gid toi hoi: Ty s6 ndo hdi tu tdi dao ham bac hai? Mot cau tra di danh 
cho cau héi nay 1a lay cdc sai phan ctia dao ham bac mot. Chac chin Af’/Azx tién 
tdi f”. Nhung ching ta mudn mét ty s6 c6 chita f. Mot ¥ tudng ty nhién 1a léy sai 
phan ctia sai phan, diéu nay sé dua ching ta dén cdc “sai phan bac hai”: 











Keay ae es A ake) 
ees) Ax 7 (Ax)? ” da?” 
Trén ttt sd, sai phan ctia sai phan duoc 1A A(Af) = A? f. No tuong ting véi d?f. 
Du6éi mu sé, (Ax)? tuong tg véi dx®. Diéu nay gidi thich cach ching ta dat 
cac s6 2 trong d* f /dx?. Noi cach khac: da dude binh phuong, df khong dude binh 
phudng—nhu trong dudng di/(thdi gian)?. 

Luu ¥ rang (Aw)? tré nén nhé hon nhiéu so véi Ax. Néu ching ta chia Af bdi 

(Ax), t¥ s6 nay bing nd. Chinh 1a nhd c6 thém mot triét tiéu trong sai phan cAp 
hai A?f nén mdi cho phép gidi han ton tai. Gidi han nay lA f” (2). 
UNG DUNG. Phan lén cdc phuong trinh vi phan khong thé dude giai dé tim nghiém 
chinh xdc. Mot trudng hop dién hinh 1a f’ (x) = —sin f(x) (phuong trinh con lac). 
Dé tinh mot nghiém, tdi sé thay f(x) béi sai phan cAp hai trong phucong trinh 
(3.3.3). Cac xAp xi tai cdc diém cach nhau Az chiém mét phan rat lén trong linh 
vuc dién todn khoa hoc. 
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Dé kiém tra do chinh xac ctia cdc sai phan nay, dudi day 1A mot thuc nghiém 
trén f(x) = sinx + cosa. Bang sau cho thay cac sai s6 tai « = 0 tit cdc cong thttc 


dé dai buéc Ax cac sai s6 méot phia_ cac sai s6 trung tam  cAc sai so sai phan bac hai 


1/4 1347 0101 —.0052 
1/8 0650 .0026 —.0013 
1/16 0319 .0007 —.0003 
1/32 0158 0002 —.0001 


Cac sai s6 m6t phia dudc gidm mét ntta khi Ax dudc gidm mét ntta. Cac cot khac 
giam tuong tu nhu (Ax)?. Méi su giam di nay chia cac sai sé dé bdi 4. Cac sai 86 
ti? cdc sai phan mét phia la O(Ax) va cdc sai s6 tu céc sai phan trung 
tam la O(Az)?. 

KY HIEU “O LON”. Khi sai s6 theo bac ctia Ax, chting ta viét E = O(Az). Diéu 
nay c6 nghia la FE < CAz déi vdi hang sé C nao dé. Ching ta khong tinh C—trong 
thuc té, ching ta khong muén dinh dang tdi hing s6 nay. Tat cA nhiing gi ching 
ta can quan tam dudc g6i gon trong cau phat biéu “cdc sai s6 mot phia 1A Oh cua 
delta «.” Déi vdi cac cot khac, ching ta chi can biét IA E = O(Az)?. 


XAP Xi TUYEN TINH VS. XAP Xi BAC HAI 


Dao ham bac hai dua ra mot cai tién to 1én trén cdc x4p xi tuyén tinh f(a) + 
f'(a)(a — a). Mot tiép tuyén lic dau nim rat gan dudng cong, nhung vi la dudng 
thang nén n6 khong thé véng theo dudng cong dugc. Sau mot doan, n6é nim qua cao 
hoac nim qua thap so véi dé thi thuyc cla ham s6 (xem Hinh 3.3.2). Diéu nay dude 
thé hién dac biét r6 d6i vdi trudng hdp cia ham sé m4u f(x) = x”, trong trudng 
hop nay, tiép tuyén 1A truc hoanh va dudng cong parabole quay bé lom én trén. 

Ban hau nhu c6 thé dodn dude sé hang nao lam cho dé thi vong. $6 hang nay 
phdi chia f”’, va chita cA (Aw)? nita. No c6 thé dang bang f”(a) lan (Ax)?, nhung 
no khong phai vay. Ham sé mau x? co f” = 2. Phai c6 mot nhan ttt 5 dé triét tiéu 
2 nay. 


PHAT BIBU 3.3.2. X@p xi bac hai tdi mot ham tron f(x) gan «=a la 
1 
(3.3.4) f(x) = f(a) + f'(a)(e— a) + af (a)(@— a)’. 


Tai diém day, x4p xi nay dua ra f(a) = f(a). Cac dao ham cing tring khép tai 
x =a. Hon nita cdc dao ham cap hai cting tring khép. Trén ca hai vé cia (3.3.4), 
dao ham cap hai tai z = a 1a f(a). 

D6 thi cia xAp xi bac hai vong theo dé thi cua ham sé. Ching ta khong hoan 


a . Oe Co 4 va A 1 
toan théa man véi xAp xi bac hai, bdi vi con cé mot sé hang bac ba gf () (a— a)? 


va mot so hang bac bon tale —a)* va van van. Toan b6 tong vo han 1a mot 
“chudi Taylor.” Phuong trinh dua t6i m6t chudi nhu vay nhung chi ding lai 
tai so hang bac hai—ching nay thoi cing di dé dua ra mot xAp xi tuyét voi déi 
véi nhttng muc dich thuc hanh. 

Co hai diéu can dé cap. Thit nhat, phuong trinh cho thay tai sao f” > 0 
lai lam cho du@ng cong ndm phia trén tiép tuyén. Phan tuyén tinh cho ching ta 
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tiép tuyén, trong khi Goer c hai 1a duo: a va yee . Ach nhiém cho viéc vong lén. 
Thi hai, phuong trinh (3.3.4] (3.3.4) th én ttt (3.3.2| 2) va . Noi vi phan mot phia dua 
ra f(a+Azx) = f(x) +f’ - 70 — Ax), sai nae ae tam lai dua ra ham bac hai: 


tit (3.3.2 (3.3.2): f( (x + Ax)» f(x — Az) + 2f'(x)Ax 
tit (3.3.3): f(@ — Aw) = 2f (a) — f(e — Ax) + f" (2) (Ae)? 


7 2 1 
CONG VA CHIA BOI 2. Két qua la f(2+Az) » f(x) + f'(x)Art af (@)(Ax)’. 





Diéu nay ding dén (Ax)? va bé qua (Ax), nhu cac vi du da cho thay: 


1 : 
Vi Du 3.3.3. («+ Az)? & 23 4 327 Ag + 5 (6x) (Ax)? +sai s6 (Az)?. 


1 
Vi DU 3.3.4. (L+a)"e1l+nat+ grin —1)z? 
Dao ham bac nhat tai x = 0 1A n. Dao ham bac hai tai « = 0 1A 
P 1 
n(n — 1). SO hang lap phuong sé 1a grin —1)(n — 2)z°. Ta, chi 
ra két qua ctia khai trién nhi thttc! 
1 ‘ ‘ x 
Vi DU 3.3.5. is xl+at+a2? =phan dau cua mot chudi 
—2£ 
hinh hoc. 


1/(1 — x) c6 dao ham 1/(1 — x)”. Dao ham cAp hai cia no 1A 
2/(1—«)*. Tai « = 0, nhiing dao ham sé nay bang 1, 1, 2. Nhan 





1 ‘ : 
tit 3 triét tiéu 2, va dé lai cho ching ta 1, 1, 1. Dieu nay giai 








thich 1+a2+ 27. 2 
Cac sé hang tiép theo 1a x° va x*. Toan bo chudi la 1/(1 — hela | 
z)=lt+etar%?t+a3 +at+.... xp xi —— 
. & 1 3 2 a e 
THUC HANH SO. 1/V1+21— grt ge duoc kiém tra vé aeee 


do chinh xac. Chia x bdi 2 gan nhuw chia sai s6 bdi 8. Néu ching 
ta chi gitt phan tuyén tinh 1 — —2, sai sé chi bi chia bdi 4. Dudi 


Z 1 1 

day 1a cac sai s6 tai x = 9° 3 va T6: 
Z ‘ 3 

phép xap xi tuyén tinh (sai s6 ~ ae x”) : 0194 .0053 .0014 
Fe ae : . 2. 9 3 
phép xp xi bac hai (sai s6 + 762 ):.— .00401 — .00055 — .00007 
BAI TAP 3.3 
Cac cau héi dién tiv vao ché tréng Hudéng vong dudc cho bédi dau cha _ a 


Néu dao ham cap hai lA __b _ trong mét 
khoang, ham sé 1a 16m trén (hay Idi). Dé 
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thi vong _c_. Cac tiép tuyén nam phia 
d__ dé thi. Néu f(z) <0, khi dé dé thi 
lom _e _,vahés6 gocla_ f 


Tai mot diém ma tai do f’(2) = 0 va 
f’(z) > 0, ham sé c6 mot __g_. Tai mot 
diém ma tai do _h__, ham s6 c6 mot cuc 
dai. Mot diém ma f” (x) = 0 1A mé diém 
_i_, véi diéu kién f” déi diu. Tiép tuyén 
5. dé thi. 


X4p xi trung tam tdi f’(x) IA 
[_k ]/2Aa. X4p xi 3-diém tdi f’ (x) 1a 
[1 ]/(Az)?. Xp xi bac hai téi f (2 + Az) 
la f(a)+f'(2)Av+__m__. Néu khong c6 sé 
hang méi dudc thém vao, day chi lA xp xi 

n_. Vi s6 hang do, sai sé lA O(__o_ ). 


3.3.1. Mot dé thi ma 1a lom trén dude 
noi ném na 1A “gitt dude nuéc.” Vé dé thi vdi 
f(x) > 0 ma khong git dude nude. 

3.3.2. Tim mét ham sé ma 1a lom dudi 
déi véi x < 0 va lom trén déi v6i0 < x# <1 
va lom duéi déi véi x > 1. 

3.3.3. Liéu mot ham sé c6 thé luon 1a 
l6m dudi va khong bao gid cat truc hoanh 
dude hay khong? Liéu no cé thé luén 1a lom 
du6i va dudng dudc hay khong? Giai thich. 

3.3.4. Tim mot ham sé véi f”’(2) = 0 
va khong co diém uén nao khac. 

Ding hay sai, khi f(x) 1a mot da thite bac 
9 voi f’(1) = 0 va f’(3) = 0. Dua ra (hoac 
vé) mot ly do. 


3.3.5. f(x) = 0 6 dau dé gitta x = 1 
va © = 3. 

3.3.6. f(z) = 0 6 dau do gitta x = 1 
va © = 3. 

3.3.7. Khong c6 cuc dai tuyét déi tai 
x= 3. 

3.3.8. Co bay diém uén. 

3.3.9. Néu f(x) c6 chin khong diém, 


no co bay diém uén. 
3.3.10. Néu f(x) c6 bay diém udén, no 
cé chin khong diém. 
Trong |3.3.11}3.3.16, quyét dinh xem 
diém dirng nao 1a cuc dai hay cuc tiéu. 
3.3.11. f(z) =a? — 6x 
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3.3.16. 


3.3.12. f(x) = 2? — 6a” 

3.3.13. f(x) = 24 — 62° 

3.3.14. f(z) =a" — 62° 

3.3.15. f(x) = sina — cosa 
) 


Dinh vi cdc diém uén va mién mA tai 
dé f(x) la lom trén hay lom duéi. 
3 


3.3.17. f(z) =a2+2?-—2@ 

3.3.18. f(x) =sing + tanz 

3.3.19. f(x) = (a — 2)?(a# — 4)? 
3.3.20. f(x) = sine + (sinx)? 

3.3.21. Néu f(x) lam mot ham chan, 


sai phan trung tam [f(Ax) — f(—Az)]/2Ax 
ding bang f’(0) = 0. Tai sao? 

3.3.22. Néu f(x) l& mot ham le, 
sai phan cap hai [f(Axv) — 2f(0) + 
f(—Aa)|/(Aa)? ding bing f”(0) = 0. Tai 
sao? 


Viét ra biéu thtic bac hai f(0)+f'(O)a+ 





3.3.23. f(x) = cosx + sinaz 
3.3.24. f(a) = tana 
3.3.25. f(x) = (sinax)/x 
3.3.26. f(z) =1l+a42? 


Trong |3.3.26} tim f(1) + f’(1)(«@ — 1) + 
sf") —1)? quanh a = 1. 


3.3.27. Tim A va B trong Vl-—a = 





1+ Ax+ Br’. 
3.3.28. Tim A va B trong 1/(1—2)” = 
1+ Ax+ Br’. 











3.3.29. Thé xp xi bac hai vao [f(a + 
Az) — f(ax)]/Az, dé uéc lugng sai s6 trong 
xAp xi mot phia cua f’(2). 

3.3.30. Hoi xap xi bac hai tai x = 0 
cua f(—Az)? 

3.3.31. Thé déi voi f(a +Acz) va f(e— 
Az) trong xAp xi trung tam [f(# + Ax) — 
f(a—Az)]/2Az, dé nhan dugc f'(x)+sai sd. 
Tim cac sé hang Ax va (Ax)* trong sai sé 
nay. Kiém tra trén f(x) = x” tai a = 0. 
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3.3.32. Du dodn mét xap xi bac ba 


f(Ax) = f(0) + fO)Aw + 5 f"(0)(Ax)* + 

. Kiém tra no trén f(x) = 2°. 
Xay dung mot bang nhu trong phan 
ly thuyét 6 trén, chi ra cdc sai sé thuc 
su tai x = 0 trong cac sai phan mdt 
phia, cdc sai phan trung tam, cac sai 
phan bac hai, va caéc xAp xi bac hai. 
Tinh hai gia tri cua Az bang tay, tinh 
ba gia tri bang may tinh cam tay, tinh 
b6én gia tri bang may tinh. 


3.3.33. f(z) = 2° + 2% 
3.3.34. f(a) =1/(1-2) 
3.3.35. f(z) =a? +sinag 


3.3.36. Vi dy]3.3.5|cho biét 1/(1—a) ~ 
1+a+2x. Héi sai sé tai z = 0.1? Héi sai sé 
tai x = 2? 

3.3.37. Thé x = .01 vA x = —0.1 vao 
chudi hinh hoc 1/(1— x) =1+a+a7+--- 
dé tim 1/.99 va 1/1.1—truéc tien IA téi bén 
chit sé thap phan va sau d6 tdi tat ca cdc 
chit sé thap phan. 

3.3.38. Tinh cos 1° bang phuong trinh 
(3.3.4) vai a = 0. Co thé kiém tra trén mot 
chiéc may tinh cém tay. Ngoai ra tinh cos 1. 
Tai sao hai gid tri nay lai cAch xa nhau dén 
vay? 





3.3.39. Tai sao sinxz & x khéng chi la 
mot xAp xi tuyén tinh ma con 1A m6t x4p xi 
bac hai? « = 0 1A mot diém : 

3.3.40. Néu f(a) 1a mot ham chan, tim 
xAp xi bac hai cia no tai x = 0. Héi phuong 
trinh tiép tuyén? 

3.3.41. Déi véi f(x) = 2+2?+2°, hoi 
sai phan trung tam [f(3) — f(1)]/2, va hdi 
hé s6 goc thuc su f’(2)? 
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3.3.42. Déi véi f(x) = 2+2?+2°, hdi 
sai phan cAp hai [f (3) —2f(2)+f(1)]/17, va 
hoi gia tri thuc f’(2)? 





3.3.43. Sai sd trong f(a)+ f’(a)(a—a) 


Z 1 Z 
xap xi af (a) (a — a)”. Sai sé nay 1a duong 
khi ham sé 1a . Khi do tiép tuyén 
nam phia duéng cong. 


3.3.44. Vé mét ham tuyén tinh timg 
khtc y(xz) ma 1a 16m trén. Dinh nghia “lom 
trén” ma khong ding phép tht d?y/dx? > 
0. Néu cdc dao ham khéng tén tai, ching ta 
phai can dén mét dinh nghia mdi. 


3.3.45. Nhitng cau sau ndi gi vé f hoac 
f' hoac f” hoac f’”? 

1. Dan sé dang tang cham hon. 

2. May bay dang ha cénh mot cach tron 
tru. 

3. Nén kinh té dang tang téc. 

4. Thué suat khong ddi. 

5. Mét chiéc xe dap tang t6c nhanh hon 
nhung mé6t chiéc xe hoi lai di nhanh hon. 

6. Gia cé phiéu da cham tran. 

7. Téc do thay ddi cia gia téc dang 
giadm xuéng. 

8. Khoa hoc nay sap két thtc. 


3.3.46 (Dude khuyén nghi). Vé mot 
dudng cong ma di lén-xuéng-lén. O bén dudi 
no dé vé dao ham ctia no. Sau dé vé dao ham 
cap hai. Dénh déu cdc diém gidng nhau trén 
cde duéng cong—cac cuc dai, cdc cuc tiéu, 
va cc diém uén cia duéng cong thit nhat. 


3.3.47. Lap lai Bai tap [3.3.46] nhung 
trinh bay y(x) = 2 — 42? + 2 +2 va dy/dx 
va d?y/dx” trén cing mot dé thi. 


3.4. D6 thi 


Viéc doc mét dé thi cing tudng tu nhu viéc thudng thttc m6t bite tranh. Moi tht 
déu hién ra trudc mat, nhung ban phai biét minh dang tim gi. Mot cach dé tim hiéu 
cAc dé thi lA bang cach tu vé lai ching, va trong qua khit day gan nhu 1a phuong 
phap duy nhat. Ngay nay, viéc danh hang tuan dé vé cdc dudng cong da tré thanh 
di vang—m6t chiéc may tinh hoic mét chiéc may tinh cAm tay c6é chittc ning vé 
dé thi c6 thé thuc hién diéu nay mot cach nhanh hon va tét hon. Nhung diéu nay 
khong xoa di dugc nhu cau thudng thttc mot dé thi (hay mot bic tranh), vi mot 
dung cong thé hién mot lugng thong tin khéng 16. 


SS 
THAM CHIEU 


(3 CHU KY TU MUI TEN THAM CHIEU—TOC DO GIAY DO: 25 mm/giay) 


TOC DO NHIP TIM 


500 —— 
400 —— 


300 —— 


200 —— 
75 —— 
50 
40 —— 
30 —— 


20 — 
10 —— 








00 —— 
95 —— 
90 —— 
85 —— 


80 —— 
75 —— 


70 —— 


65 —— 


60 —— 








45 —— 


40 —— 
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Muc nay két hgp hai cAch tiép can. Mot cAch 1A nghién cttu cdc dé thi thuc su 
dude tao ra béi may moc (dic biét 1A cdc dién tam dd). Mot cAch khac 1A tim hiéu 
y nghia todn hoc cua cac dé thi—hé sé géc, do ving, cdc dudng tiém can, cAc phép 
tinh tién, va ty lé thu phong. Ching ta gidi thiéu phép bién déi can gitta va 
phép bién déi thu phong. Hai céch tiép can nay tuong tv nhu phan con lai cia 
giai tich, trong do cdc dao ham va cdc tich phan dac biét dudc thuc hién bang tay 
va cdc ting dung thudng nhat dudc thuc hién bing dung may tinh. Ca hai cAch tiép 
can nay déu quan trong—may moc cd thé thuc hién cdc thit nghiém ma ching ta 
khong bao gid cé thé lam dudc. Nhung néu khong c6 todn hoc, ching ta sé khong 
hiéu duc ¥ nghia cia cdc lénh dudc nhap vao may tinh. Dé tao ra cc dé thi tét, 
ban phai ty minh hiéu vé mot vai dé thi dudc xem 1A tét. 


DOC MOT DIEN TAM DO (ECG hay EKG) 


Cac dé thi cia mot ECG] cho thay hicu dien thé cia dong dién trong tim trong 
sudt mot nhip tim. Co mudi hai dé thi—sau dé thi tv dit liéu cia cdc dién cuc dude 
gin lién vdi nguc, va sau dé thi tit di liéu cla cdc dién cuc dudc gin lién véi hai 
canh tay va chan trai. (Viéc do dién tam dé khong dau, nhung ai réi cing déu lo 
ling ca. Ban phai nam yén, vi su co gidn ctia cAc co khac sé lam nhiéu di liéu doc 
tit tim.) Cac dé thi ghi lai cc xung dién, khi cdc té bao khit cic va tim co lai. 

Toi c6 thé giai thich dudc gi vé van dé phttc tap nay trong hai trang day? Dé 
thi dudi day cho thay mau hinh co sé cia ECG. Luu y song P, phitc b6 QRS, 
va song T. Nhitng mau hinh nay, dudc thay khac nhau trong mudi hai dé thi, cho 
biét ligu tim 14 binh thudng hay loan nhip—hay bi nhéi mau co tim (mot con dau 
tim). 




































































































































































Trudc hét tat ca cdc dé déu cho thay téc d6 nhip tim. Nhitng dudng thang 
1 2 
diing dam theo quy uéc cach nhau 5 gidy. Nhitng dudng thang dttng nhat cach 


1 2 x. l 7 
nhau 5 giay. Néu tim dap mdi 5 gidy (mot duéng thang dttng dam) nhip tim 1a 5 


nhip trén méi giay hay 300 nhip trén méi phit. Nghia la tim dang trai qua chiing 
nhip tim nhanh rat tram trong—kh6o ma séng dudc. Nhip tim binh thuéng 1A nim 


‘ 2 3 
trong khoang gitta ba duéng thang ding dam trén moi nhip (5 giay, hay 100 nhip 


trén méi phtit) va nim duéng thang ditng dam (m6t giay gitta hai nhip, 60 nhip 
trén méi phit). Tré em c6 nhip tim nhanh hon ngu@i 1é6n, trén 100 nhip trén méi 
phit. Trong hinh trén, nhip tim la _. Nhip tim dudi 60 nghia 1a tim dang trai 
qua ching nhip tim chém, ban than ching nhip tim cham khong gay nguy hiém. 
D6i v6i mot van dong vién khi dang 6 trang thai nghi, diéu nay 14 binh thudng. 
Cac bac si nhé sdu gid tri nhip 300, 150, 100, 75, 60, 50. Nhiing gia tri nay 
tuong ting véi diéu nay tuong ting véi 1, 2, 3, 4, 5, 6 dudng thang ditng dap gitta 
cdc nhip tim. Khoang cach 1A dai lugng dé nhat dé do gitta cc dinh nhon (cdc dinh 


13Nd: Dién tam dé (tiéng Anh: electrocardiogram). 
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cua song R). Nhiéu bac si dit mot thang do dugc in sin canh biéu dé. Mot giao 
trinh y hoc nhan manh rang “Dé xac dinh téc dé nhip tim, ching ta dé ¥ noi song 
tiép theo bat dau di xuéng. Khong can dén bat ky tinh toAn mang tinh toAn hoc 
nao ca.” Nhung ban sé thay nhiing con sé nay dén tit dau. 

Thit tiép theo can tim hiéu lA loai nhip tim. Nhip tim binh thuéng duc thiét 
lap béi té bao manh c6 kha nang phat nhip, té bao nay nay sinh ra song P. Mot 
khoang cach hang gitta cAc s6ng thudng sé mang ¥ nghia la t6t—va sau d6 ngudi ta 
sé kiém tra ting nhip dap. Khi cé mot su tic nghén xung dong lan truyén tit cdc 
tam nhi xuéng cdc tam that, ching ta sé thay mdt su cham tré trong dé thi. Doi 
khi cdc té bao manh cé kha nang phat nhip kich tim mot céch bat thuéng. Hinh 
[3.4.2] cho thay chiing loan nhip coang |“) (kha binh thuong). Trong tinh hudéng nay, 
thdi gian gitta cdc dinh dang thay déi. Khi bi bénh hay cé tinh trang cap cttu, cé 
thé c6 té bao manh nao dé, an dau do trong bat ky b6 phan nao cia qua tim, dang 
c6 tinh trang bat thudng. 

Toi nén chi ra nhttng phan chinh. Tim cta ching ta cé6 bén buéng, mét cip 
tam nhi-that bén trai va bén phai. Nit sal] sé 14 cdc té bao manh cé kha nang 
phat nhip. Su xung dién lan truyén tit cAc tam nhi dén cdc tam that—twv nhting 
budng nhé ma c6 chitc ning “mdi mAu vao bom” dén cdc buéng c6é cong suat 16n 
dé dua mau di kh&p co thé. Song P xuat_hién do su co bdp cia cdc tam nhi. C6 
su tam dttng khoang gidy tai nat A . Sau dé song QRS bat dau khi c6 su 


co bop cia cdc tam that, va séng T bat dau khi tam that nghi. Cac té bao tré lai 
mang dién tich 4m va va chu ky tim 1A hoan tat. 






) 


___ cae dién cue 






Tam that 
Trai_ 








Hinu 3.4.1. Negudi cam thay hanh phic véi mét trai tim va mét 
dién tam dé binh thudng. 


Dién tam dé cho thay khi té bao manh c6 kha nang phat nhip hoat d6éng sai. 
Cac té bao manh cé kha nding phat nhip khac diéu hoa tim khac sé chiu trach 
nhiém thé ch6—nit AV sé c6 nhip 60/phit. Mot su kich tim sém trong tam that 
c6 thé tao ra mét dinh kha rong trong phitc b6 QRS, di theo sau do 14 mot su tam 


14Nd: Ching loan nhip xoang (tiéng Anh: sinus arrhythmia). 
15Nd: Nut xoang nhi (tiéng Anh: Sinoatrial node, viét tat: SA node). 
16Nd: Nit nhi that (tiéng Anh: Atrioventricular node, viét t&t: AV node). 
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ding dai. Cac xung dong lan truyén tt cAc tam nhi xu6dng cdc tam that cham lai. 
Ngoai ra, té bao manh c6 kha nang phat nhip c6 thé dot ngdt tang téc (chttng nhip 
tim nhanh kich phat trén that 1A 150-250/phiat). Nhung nguy hiém nhat 1A chiing 


rung. 25 mm/giay 

Pere cho thay m6t qua tim s&p chét. ECG chi ra cdc con co that bat 
thuéng—khong c6 su hién dién cia day PQRST binh thudng. Cdn c6 thé 1A loai 
tim nao ntfa néu nhu khong phai lA m6ét qua tim sAp chét sé sinh ra m6t nhip tim 
nhu vay? Cac co tim dang run ray hay “rung” mot cach doc lap. Hoat dong bom 
gan nhu bién mat, diéu nay co nghia 1a can cAp cttu. Bénh nhan can CPR!|ngay 
lap tttc—ngudi ta thuc hién diéu nay nh&am muc dich thay thé cho viéc bom mau 
ma tim da khong thé thuc hién dugc nita. Hdi sitc tim phdi 1A mot td hop cac thao 
tac cap cttu bao gdm an léng ngvc va ho hap nhan tao (bang tay va miéng) dé khdi 
dong lai nhip tim. CPR c6 thé dude thuc hién ngay trén dudng phd. Trong bénh 
vién, ngudi ta ding mot may khit rung tim dé tao ra nhitng ci s6c nh&’m muc dich 
lam cho qua tim dap tré lai. No khti cuc tat cd cdc té bao tim; dé thiét lap lai nhip 
tim. Khi do cdc xung dong lan truyén ttt nit SA dén cdc tam nhi dén nit AV va 
dén cdc tam that. 

Thao luan nay khong ding dén tat cA mudi hai dé thi dé xc dinh van dé ma 
mot bénh nhan c6 bénh ly vé tim mach co thé mac phai. Ly do 1a vi dé hiéu tat ca 
mudi d6 thi nay chting ta can dén cc vector, nhung khéi niém nay chua dude gidi 
thiéu. Hay xem trudc Muc 11.1 dé hiéu vé vector tim, va dic biét doc Muc 11.2 
dé hiéu mudi hai phép chiéu cia nd. Nhitng ndi dung do phan biét gitta tam nhi 
va tam that, phia trai va phia phai, m&t trudc vA m&t sau cua qua tim. Thong tin 
nay rat quan trong trong trudng hdp xay ra m6t con dau tim. Mot “con dau tim” 
la mot con nhoi mau co tin{ | (MI). 

Mot MI xay ra khi mot phan cia d6ng mach dén tim bi tac nghén (t&c nghén 
mach vanh). Mot khu vuc nao d6 khong dudc cung cap mau—vi vay thiéu oxygen 
hoac glucose. Thudng con dau tim dién ra trong tam that trai day, phan nay can 
nhiéu mau nhat. Cac té bao trudc tién xay ra thiéu mau cuc sof| sau d6 bi ton 
thuong”| va cudi cing bi nhdi mark] (chét). Cac tin hiéu dién tam d6 cé dién lién 
quan dén ba chtt 

Thiéu mau cuc bé: Lugng mau cung cap bi giam, song T dao ngude 
trong dit liéu cua cdc dién cuc 6 nguc. 

Ton thucng: Mot doan bi nang cao gitta S va T co nghia IA vita 
mdi c6 mot con dau tim. 

Nhéi mau: Sng Q, thudng tao ra mét ci hup nhé hodc khong 


P R 1 
duoc nhin thay, rong bang mot hinh vuéng nhé (oe gidy). N6 cé 
thé chiém mét phan ba cua toan b6 phtic bd QRS. 


Song Q dua ra cdc chan doan. Ban c6 thé tim thay ca ba chit I trong Hinh 
That 1A tuyét vdi khi thay mot dé thi t6t co thé lam duge rat nhiéu tht. 


17Nd: Héi sttc tim phéi (tiéng Anh: Cardiopulmonary resuscitation, viét t&t: CPR). 
18Nd: Con nhéi mau co tim (tiéng Anh: myocardial infarction, viét tat: MI). 

19Nd: Thiéu mau cuc b6 (tiéng Anh: ischemia). 

20Nd: Tén thuong (tiéng Anh: injury). 

21Nd: Nhéi mau (tiéng Anh: infraction). 

22Nd: Ba chit I cia Ischemia, Injury, Infarction. 
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Thuong ton 


Thiéu mau cuc bd 








Nhoi mau 


HinH 3.4.2. Nhip tim dang nghi. Rung nghiém trong. Cac dau 
hiéu cla mOt con dau tim. 


CGO CHE CUA CAC DO THI 


Tw y nghia cua céc dé thi, ching ta gidm xudng cAc co ché. Bay gid mét cong thitc 
dude cho déi véi f(x). Van dé dude dat ra 1a tao ra mot do thi. Cach danh gia f(x) 
mot cach thi cong va va vé mot dudng cong di qua hang ta diém da tré nén qua 1éi 
thoi réi. Mot may tinh sé vé mot parabola tét hon mét nghé si (ngudi nghé si c6é 
xu hu6éng lam cho no tiém cin mot dudng thang). Co vai diéu ma chi may tinh mdi 
hiéu dudc, va c6 vai diéu khac ma chi nhiing ngudi nghé si mdi cam nhan dude, va 
van con c6 nhiing diéu khac ma chi ban va toi mdi biét dudc—vi ching ta 14 nhting 
ngudi thau hiéu dude céc dao ham. 

Cong viéc cia ching ta lA 4p dung giai tich. Ching ta trich xuat thong tin 
tir f’ va f” cing nhu f. Ching ta c6 thé vo tinh khong cht ¥ cdc bién dong nhé 
trong, nhung diéu nay cing déng nghia véi viéc ching ta cé thé da bd 16 mét vai 
tinh chat quan trong. 

(1) Dau ctia f(x) (phfa trén hoac phia dudi truc hoanh: f = 0 tai cdc giao 
diém véi truc hoanh) 

(2) Dau ctta f’(x) (tang hoac gidm: f’ = 0 tai cdc diém ditng) 

(3) Dau cia f” (x) (lém trén hoac lom dudi: f” = 0 tai cdc diém uén) 

(4) Hanh vi cua f(x) khi « > 00 va 4 —co 

(5) Cac diém ma tai do f(x) > +00 hoae f(x) > —oo 

(6) Chan hay 1é? Tuan hoan? Cac budéc nhay trong f hoac f’? Cac 
diém bién? f(0)? 


Vi bu 3.4.1. 


x To ney 2462? 
= 1 — 72 fi(“)= (1 — 2)? f (x) = (1 — #?)3 





f(a) 


Dau cia f(x) phu thudc vao 1 — 2”. Nhu vay f(a) > 0 trong khodng trong ma tai 
dé x? < 1. Dé thi vong lén (f(x) > 0) trong cing khoang d6. Khong c6 cac diém 
uon, vi f” khong bao gid bang khong. Diém ditng ma tai do f’ triét tiéu c6 x = 0. 
Ching ta co mét cuc tiéu dia phuong tai x = 0. 

Cac dudng tiém can cat dé thi tai v6 citing. Déi vdi x Ién, cdc s6 hang quan 
trong la 2? va —x?. TY s6 cha ching 1A +x?/—2? = —1—day 14 gidi han khi x — 00 
va x — —oo. Dudng tiém can ngang IA dudng thang y = —1. 

Ham s6 f tién tdi vo cing, hay viée f bing nd, dién ra khi 1 — x? = 0. Diéu 
nay xay ra khi « = +1 va « = —1. Duong tiém can diing la caéc duéng x = 1 va 
x = —1. Dé thi trong Hinh|3.4.3h tiém can nhting duéng thang nay. 


néu f(x) > b khi 2 —> +00 hoac « — —oo, dudng thang y = b lA 
mot dudng tiém can ngang 
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néu f(x) 4 +00 hoac —oo khi x > a, dugng thang x = a lA mot 

dudng tiém can ding 

néu f(x) — (mx +b) > 0 khi x > +00 ho&c —oo, duéng thang 

y=ma+blamét dudng tiém can xrién. 
Cudi cing diéu quan trong can biét 1A ham sé nay 1A chan: f(x) = f(—a) bdi vi 
binh phuong cia 2 khéng phy thuéc vao dau cua x. D6 thi déi xttng qua truc y. 

Dé tom tat énh hudng cia viéc chia béi 1 — x: Khong cé anh huéng gan x = 0. 

Bing n6 tai 1 va —1 do mau sé bang khong. Ham s6 tién tdi —1 khi |x| — oo. 


Vi DU 3.4.2. 


x x? — Wr 2 


Wee PO-Ga PO Gap 





Vi du nay cé mau sé lA « — 1. Vi vay x = 1 1A mot dudng tiém can ditng, tai d6 
f(x) tré thanh v6 cing. Duéng tiém can ditng chi yéu dude rut ra tit vide mau sé 
bang khéng. 

Nhin xa hon vé phia bén phai cla x = 1. Ca hai f(x) va f” (x) déu 1a duong 
déi véi x > 1. Hé sé géc bang khong tai 2 = 2. No phai JA mot cuc tiéu dia phugng. 

Diéu gi xay ra khi x > 00? Chia 2? béi x — 1, sé hang dan dau 1A x. Ham sé 
tré nén kha ldn. No tang tuyén tinh—ching ta ky vong su tén tai cla mot dudng 
tiém can xién. Dé tim no, ching ta thuc hién phép chia m6t cach chinh xac: 

x 1 
= | 

ao se 
S6 hang sau cing tién téi khong. Dudng thang y = 2 + 1 cd thé dude xem 1A mét 
mot dudng tiém can cia ham s6 da cho. 

Ham s6 nay 14 khong 1é va lA khong chan. Dé thi cia né nam trong Hinh|3.4.3p. 
Véi chittc nang thu nho, ban sé thay cdc dudng tiém cin. Chitec néng phong 
to déi vai f = 0 hoac f’ =0 hay f” =0. 


(3.4.1) 


















. sin 3x 
y = sin x + —— 

















Hinu 3.4.3. Cc dé thi cha x? /(1— 2?) va 2?/(x — 1) va sine + 


1 
3 sin 32. 


1 z 
Vi DU 3.4.3. f(x) = sing + a sin 32 c6 hé s6 géc f’(x%) = cosx + cos 32. 


Trén hét, nhitng ham sé nay déu la tu@€n hoan. Néu x tang thém 27, khong cé gi 
thay déi. Cac doan dé thi tit 27 tdi 47 1a su lap lai cia c4c doan dé thi ti 0 tdi 27. 
Nhu vay f(a +27) = f(x) va chu ky la 27. Bat ky khoang nao c6é do dai 27 déu 
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sé thé hién mot bic tranh day di vé ham s6, va Hinh chon ngay khoang tit 
—T tdi 7. 

Tinh chat néi bat thit hai la f 14 lé. Ham sine thoAd man f(—x) = —f(x). Dd 
thi d6i xting qua géc toa do. Bang cach lay déi xting ntta bén phai qua géc toa do, 
ban nhan dugc ntta bén trai. Ngugc lai, ham cosine trong f’() 14 chan. 

Dé tim cdc khong diém cia f(x), f’(x) va f(x), viét lai cAc ham s6 nay duéi 
dang: 


4 
f(x) = 2sing — 3 sin?a f'(z)=—2cosr+4cos*x f(x) =—10sinz + 12sin’ z. 
Ching ta da thay déi sin 32 thanh 3 sin —4 sin? «. Déi cdi c4c dao ham, ding sin? 2 = 


1—cos? x. Bay gid hay tim cac khong diém—cac giao diém véi truc hoanh, cac diém 
diing, va cac diém uén. 








4 
f=0 2sina = = sin’ x > sinx = 0 hoac sin? ¢ = 
7 0 30 
4° 2° 4 
x = 0, 466°, +114°, +7 














f'=0 2cosz = 4cos*® x > cosxz = 0 hoac cos? x = 








Dl ps, Wwlw 











f’ =0 5sinz = 6sin? z => sinz = 0 hode sin? 2 = 





Chitng nay thong tin 1A qua dui dé phac hoa dé thi. Cac diém dig 7/4, 7/2, 
37/4 cdch déu nhau. Tai cdc diém nay f(a) bing V8/3 (cuc dai), 2/3 (cu tiéu dia 
phuong), \/8/3 (cue dai). inh Bab cho thay do thi. 

Toi muén dé cap dén mot su tiép ndéi cia cing mau hinh nay: 


1 1 
f(x) =sina+ 3 Sin 3x + 5 sinda + f" (x) = cosa + cos 3a + cos5x2 +-:- 


Néu ching ta ditng lai sau mudi s6 hang, f(x) cuc gan v6i mot ham bac thang. Néu 
ching ta khong ditng lai, ham bac thang dting chita v6 han cdc sine. N6 nhay ttt —71/4 
téi +7/4 khi x di ngang qua 0. N6i mot céch chinh xdc hon, n6 la mot “sdéng bac 
hai,” vi dé thi nhay xu6ng tré lai tai 7 va lap lai. Hé sé g6c cos x+cos 32-+cos 54+: - + 
cing co chu ky 27. V6 han caéc ham cosine céng lai voi nhau thanh mét 
ham delta! (Hé sé géc tai budc nhay 1A vo han). Cac tong cia cac sine va cdc 
cosine nay 1A céc chu6éi Fourier. 


DO THI DUOC VE BOI MAY TINH VA MAY TINH CAM TAY 


Ching ta dang dén véi mot chi dé v6 cing quan trong. Néu ban c6 phan mém 
vé do thi trén mot chiéc mot may tinh, hodc néu ban c6 mot may tinh cam tay 
cé chitc nang vé dé thi, ban co thé mang giai tich dén véi cudc séng. Mot dé 
thi trinh bay y(x) theo mét cach méi—khac véi céch trinh bay n6 duéi dang cong 
thitc. Thong tin bi che giéu trong cong thitc sé dudc thay r6 trén dé thi. Nhung 
ding vi thé ma vttt b6 cdc céng thitc cia y(x) va dy/dx. Dao ham con lau mdi 16i 
thoi. 

Nhiing trang sAch nay thao luan vé viéc giai tich va cdc dé thi két hdp vdi nhau 
nhu thé nao. Ching ta lAm viéc trén m6t bai todn quan trong cua todn hoc ting 
dung—tim ndi y(x) dat dude cuc tiéu cia no. Ban chac khong can phai dé tdi ndi 
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cho biét vé hang tram ting dung cua bai ton nay. Bat dau vdi cong thttc. Lam thé 
nao ban tim dude diém x* ma tai dé y(x) 1A nhé nhat ? 

Dau tién, hay vé dé thi. Diéu nay cho thay nhiing dac tinh chinh cia ham s6. 
Ching ta sé thay (mot cach dai khai) vi tri cia 2*. C6 thé c6 vai cu tiéu, hoac 
co thé khong co. Nhung nhting gi ching ta thay phu thudc vao mot quyét dinh do 
chinh ching ta dua ra—mién cia x va y trong ctta sé nhin. 

Néu chting ta khong biét gi vé y(x), chting ta kh6 ma chon dugc mién. Ching 
ta co thé chap nhan mot mién mac dinh, va phong to hodc thu nhd. Chung ta cd 
thé ding chuong trinh ty dong dinh ty 1é trong Muc[L.7] Bing cach nao dé x* cé 
thé dudc quan sat trén man hinh. Sau do ching ta chi viéc tinh gid tri cla ham tai 
do. 

Toi mudn lam viéc vdi mot vi du cu thé. Ching ta da giai bai todn nay bang 
gidi tich—tim diém 2* t6t nhat dé di vao dudng cao toc. Cac tdc do trong Muc 3.3] 
1a 30 va 60. Chiéu dai cla dudng cao téc sé 1A b = 6. Mién cia cdc gid tri hop ly 
déi vdi diém di vio vao dudng cao téc la 0 < x < 6. Khoang cach tdi dudng cao téc 
trong Hinh 3.4.4] 1a a = 3. Ching ta léi xe trén mot doan dudng dai V3? + x? tai 
van téc 30 va trén doan duéng con lai dai 6 — x tai van téc 60: 





yo ; ; _— 2 i 2 i 
(3.4.2) thot gian di y(x) = 30 3? + x? 4 50 (6—2). 
Day 1A ham s6 can dude cic tiéu hoa. D6 thi cia n6é cuc ky phang. 

Viéc dé thi qua phang dung nhu hoi bat thuéng. Thuc ra la ngudc lai, viéc 
nay kha pho bién. Mot dé thi phang ludn c6 dy/dx = 0 tai moi x. 

Phan d6 thi gan cuc tiéu trong giéng nhu y = Cx”. No lA mot parabola ngdi 
trén mot tiép tuyén ngang. Tai mot khoang cdch Ax = .01 theo phuong ngang, 
ching ta chi di lén them C(Ax)* = .0001C' theo phuong ditng. Trit khi C 1a mot 
s6 lén, néu khong Ay nay kh6 c6 thé dude nhin thay. 


30 thoi gian lai y(x) 














.20 187 
ZOOM 
oh li 
0 6 a 3 a z 2.0 








Hino 3.4.4. Di vao tai x. D6 thi cla thdi gian lai xe y(x). Cac 
hop thu phong dinh vi 2°. 


Gidi phap la thay doi ty le. Phong to tai x*. Tiép tuyén van phang , vi dy/dx 
vin bing khong. Nhung do ving tit C dugc tang len. Hinh[8.4.4]cho thay hop thu 
phéng phong to thanh mot dé thi mdi cia y(z). 

Mot may tinh cam tay ludn c6 mét ho&c nhiéu cach dé tim «*. Véi 
ché do TRACE, ban sé diéu hudng mét con tré doc theo dé thi. Tw 
hién thi cua cdc gia tri y, chiéc may doc Ymax va x* véi dé chinh 
xAc mét diém anh. Mot lan phong to sé dua ra d6 chinh xac tt 
hon, vi no lam gian cac truc—tting diém anh biéu dién mot Ax va 
Ay nhé hon. May TI-81 lam gian 4 lan véi tty chinh mac dinh. 
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Mot cach tham chi t6t hon ntta, hay m6 phong lai toan bo qua 

trinh ctia chttc nang thu phong—vé ZOOMBOX trén trén man hinh. 

Chon hai hai géc déi dién nhau, nh4n ENTER, va hép tré thanh ctta 

so nhin mdi (Hinh [3.4.4). 
Lan phong to tht nhat thu hep pham vi tim kiém déi véi «*. N6 nam gitta « = 1 
va x = 3. Ching ta x4y dung mot ZOOMBOX mdi va phong to lan nita. Bay gid 
1.5 <a < 2. D6 chinh xac hgp ly sé dugc nhanh chong dua ra. D6 chinh xaéc cao 
kho ma dude dua ra mét cAch nhanh chong. Ching ta can thdi gian dé tao ra hop 
thu phong va thuc hién phong to. 


CAu HOI 14. Diéu gi ray ra khi chiing ta phong to,néu tat ca caéc hop thu 
phong déu la hinh vudng (ty lé bang nhau)? 


CAU TRA LOI. Hinh cang ngay cang phang hon. Ching ta dang phong to vao 
tiép tuyén. Doi x thanh a va y thanh a" parabola y = x” tré nén phang hon 


thanh Y = X*/4, Dé thay bat ky ché vong nao, chiing ta phai ding mot hop thu 
phong hep dai. 


Toi mu6n déi sang mot cach tiép cin hodn toan khac. Gia sit ching ta c6 mét 
cong thitc déi vi dy/dx. Ban cé thé thay dugc dao ham dé bang cach phong to do 
thi mét cach v6 han! Nhung viéc phong to dé thi mét cAch vo han 1A khong thé nén 
ban chi c6 thé tinh gidi han cia Ay/Azx bang tri luc cla minh ma théi: 


dy x 1 
dx 30/32 +22 60° 
Ham s6 nay bang khong tai z*. Van dé can dién todn gidi quyét da hoan toan thay 
déi: Gidi f(x) = 0. Viée tim mot nghiém ciia f(x) la dé hon viéc tim mét cuc tiéu 
ctia y(x). D6 thi cia f(a) cAt truc x. D6 thi cua y(x) tré nén phang—diéu nay lam 
cho viéc xac dinh cuc tiéu tré nén kho hon. 

Lay ham s6 mau y = x” d6i véi |a| < .01. Hé sé goc f = 2x thay doi tir —.02 
tdi +.02. Gia tri cla x? chi thay doi mot luong .0001—kh6 ma nhin thay dugc diém 
cuc tiéu. 

Nhac lai: phép cuc tiéu héa la dé hon véi dy/dx. Man hinh hién thi mot cai 
thién bac dé lén, khi ching ta lan theo vét hodc phéng to trén f(a) = 0. Trong 
giai tich, ching ta luén mac dinh nghi dén dao ham. Khong la gi néu ching ta cam 
thay blasd?5] vdi viéc hau nhu lic nao cing gap phai dy/dxz = 0. Gap nhiéu dén néi 
ching ta d& quén mat ly do tai sao ching ta lai lam viéc vdi hé s6 g6c thay vi ham 
sd. 





(Goi biéu thitc nay 1a) f(a). 


CAu HOI 15. Lam thé nao dé ban cé duoc mét cdi thién bac dé lon khéc? 


CAU TRA LOI. Ding dao ham tiép theo! V6i mot cong déi véi df/dx, ma 1a 
d? f /dx?, su hoi tu tham chi cdn nhanh hon nifa. Trong hai buéc, sai sé di tit 0,01 
tdi .0001 tdi .00000001. Trong trudng hgp nay, ban cé thé thay dudc dao ham cta 
df /dx bang cAch phéng to dé thi cia df/dz mot c4ch v6 han, va phuong phap cia 
Newton chinh lA xem xét dén diéu nay. Muc[8.6] va[3.7] nghien cttu f(a) = 0. 


23Nd: Chan ngAy (tiéng Phap: blasé). 


164 3. CAC UNG DUNG CUA DAO HAM 


he 66 g6e dy/de Vi du dung cao téc dén MIT 1a mot vi du trong dé ching 
ta nhan duoc do chinh xac hoan hao. Ching ta c6 thé giai 
dy/dx = 0 bang dai sé. Phuong trinh dugc don gian thanh 602 = 
30\/ 32 + 22. Chia béi 30 va binh phuong dua ra 42? = 3? + 2. 
ii Khi d6 32? = 3?. Nghiém chinh xéc lA 2* = V3 = 1.73205... 
: = ri bane hone : Mot m6 hinh nhu thé nay 1A mét m6 hinh chuan, dé kiém 
tai diemeve tien tra, gut tu khuyét ctia cdc phuong phap. No cing cho thay diéu 
ching ta chu bao gid danh gia cao—su vo cing phang cua dé 
thi. Su khac biét trong thoi gian lai xe gitta viéc di vao dudng 
cao téc tai «* = V3 va a = 2 1a mot gidy. 


+.02 








HINH 3.4.5 


PHEP BIEN DOI CAN GIUA VA PHEP BIEN DOI THU PHONG 


Dé chup mot tam anh, ching ta lam hai viéc—nham ding huéng va ding dung 
khoang cach. Sau d6 chyp hinh. Ching ta citing thuc hién nhitng buéc tuong ty déi 
véi mot dé thi. Trudc tién ching ta chon ra tam diém mdi. D6 thi dude tinh tién, 
dé di chuyén diém do tit (a, b) tdi (0,0). Sau do ching ta quyét dinh dé thi nén di 
xa tdi dau. N6 nim vita van trong mét hinh chit nhat, giéng nhu tam anh. Viéc 
dinh ty lé thanh a/c va y/d dat phan dé thi ching ta mudén vao hinh chit nhat. 

Mot nhiép anh gia gidi tham chi con thuc hién nhiéu viéc hon nita (nhu mot 
nghé si). Nham vao cac déi tugng va lay nét. Dé c6 dude cac cdc dé thi tét, ching 
ta cing nhat thiét phai thuc hién nhting diéu nay. Nhung mot chiéc may tinh cam 
tay quen thu6dc hoac may tinh hoac may anh duoc xay dung dé thuc hién nhitng 
diéu nay ma khong can ban phai lA m6t nghé si—chi can nhim va chup. Téi muén 
giai thich cAch nhim tai y = f(z). 

Ching ta dang thuc hién ding nhu nhiing gi mot chiéc may tinh cam tay thuc 
hién, vi mot khac biét lén. May tinh cam tay khong doi toa do. Ching ta lai cé 
thay doi. Khi x = 1, y = —2 di chuyén tdi tam cia ctia so nhin, may tinh cam 
tay van hién thi diém dé la (1,—2). Khi phép bién déi can giita tac dong lén 
y +2 = m/(a — 1), nhitng con sé nay bién mat. Diéu nay sé gay nham lan trit khi 
x vay cting thay doi. Cac toa dé méi la X =x —1 va Y =y4+2. Khi do phuong 
trinh moi la Y =mX. 

Neguyén nhan chinh (déi vi con ngudi) cia viéc nay 1a dé lam cho cac thao tac 
dai s6 tré nén dé dang hon. Déi véi may tinh, khong c6 su khac biét gitta Y = mX 
va y — yo = m(x — x). N6 thao tac trén 2x? — 4x dé dang nhu trén x?. Nhung 
ching ta ua thao tac hon v6i Y = mX va y = x”, mot phan vi dé thi cia ching di 
qua (0,0). Ké tit khi s6 khong dugc minh, no 1A con sé dude wa thich nhat ca cdc 
nha toan hoc. 


PHAT BIEU 3.4.1 (3F). Mot phép bién déi can giita doi sang trai a don vi 
va déi xuéng dudéi b don vi: 
X=2-avaY =y-—b bién déi y = f(z) thanh Y +b= f(X +a). 
Vi DU 3.4.4. Parabol y = 2x? — 4x c6 cuc tiéu cla n6 khi dy/dx = 4% —4 = 0. 


Nhu vay 2 = 1 va y = —2. Di chuyén diém day nay nay tdi tam: y = 2x? — 4a 1a 


Y +2 =2(X —1)? —4(X — 1) hay Y = 2X”. 
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Parabola méi Y = 2X? cé day tai (0,0). Cimg dudng cong, nhung dude déi ngang 
va ddi lén. y = 2? chang qua 1a parabola ft ruém ra hon. Sau cing ching ta ding 
dén chitc nang thu phong. 


Tiép dén la dinh ty lé. Ching ta cé thé muén biét thém thong tin (phong to 
dé thay tiép tuyén). Ching ta co thé muén mot bite hinh Ién (thu nhé dé kiém tra 
cdc duéng tiém can). Ching ta c6 thé co gian mot truc nhiéu hon truc con lai, néu 
bite hinh trong phang nhu mot chiéc banh kép hodc dung ditng nhu mot toa nha 
choc troi. 


PHAT BIEU 3.4.2 (3G). Mot phép bién déi thu phong dinh lai ty 1é cdc truc 
X va Y theo cac hé sé thu phong”4| c va d: 


x =cX va y =dY bién déi Y = F(X) thanh y = dF (x/c). 
Cac tit x va y mdi, va dé thi dudc ty 1é lai. Thugng c = d. 


Vi bu 3.4.5. Bat dau v6i Y = 2X. Ap dung mot lan thu phong hinh vuéng 
v6i c = d. Trong cac toa d6 xy mdi, phuong trinh la y/c = 2(x/c)?. S6 2 sé bién 
mat néu c = d = 2. V6éi phép bién déi can gitta dang va phép bién déi thu phong 
ding, méi parabola lém trén déu sé lA y = x”. 

CAu HOI 16. Diéu gi sé ray ra vdi céc dao ham (hé sé géc va dé vong) sau 
mot lan thu phong? 


CAU TRA LOI. Hé s6 géc (dao ham bac nhat) dugc nhan bdi d/c. Ap dung quy 
tac xich cho y = dF(x/c). Mot lan thu phong hinh vuong c6 d/c = 1—cdc dudng 
thang gitt nguyén hé sé goc cua ching. Dao ham bac hai dudc nhan bédi d/c?, diéu 
nay thay doi do véng. Mot lan thu nhé chia bdi cdc con sé nhé , nén biic hinh Ién 
tré nén cong hon. 

Két hop cdc phép bién déi can gitta va céc phép bién déi thu phong, nhu ching 
ta thuc hién trong thc té, dua ra y theo x: 


y = f(c) tré thanh Y = f(X +a) va khi d6 y = d[f(= +a) — 

















hé s6 goc 1 ‘ é 
neBO BOG hé sé géc 1 hé so géc 2 


(0,0) 





r=A-3 a =4(A-3) 














<= el y=8(B-1) 
Hinu 3.4.6. Thay ddi cdc toa do bang can giita vA thu phong. Cac 
may tinh cam tay van hién thi (2, y). 
CAu HOI 17. Tim céc mién x va y sau hai phép bién doi. Bat déu gitta —1 va 
1. 


24Nd: Hé sé thu phong (tiéng Anh: zoom factor) dudc ding thay thé lan nhau véi hé sé ty 1é 
(tiéng Anh: scaling factor) trong gido trinh nay. 
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CAU TRA LOI. Cita sé sau lan can gitta lA -1 < r-a<lva-l<y-bd<l. 
Cita sé sau lan thu phong 1A —-1 < c(x — a) < 1 va -1 < d(y—b) < 1. Diém (1,1) 
ban dau nim trong géc. Diém (c~' + a,d~* +b) bay gid nim trong géc. 


Cac sé a, b, c, d dude chon dé tao ra mt ham s6 don gidn hon (chang han nhu 
y = x’). Hay noi céch khac—diéu nay 1A quan trong trong todn tng dung—ching 


. 1 . 
duoc chon dé lam cho x va y “khong tht? nguyén.” Mot vi du la y = 3 cos 8t. Tan 
F 1 
so 8 cé thit nguyén 1/thdi gian. Bién do 5 co thi nguyén cla mdt dudng di. Véi 
d= 2cm va c= 8sec, cac don vi dude loai bé va y = cost. 

Liéu tdi c6 thé dé cép dén mot phép bién doi ma cé lam thay ddi hé sé goc 
dude hay khong? No 1a mot phép quay. Toan mat phang dudc quay. Mot nhiép 
anh gia co thé dig géc chup nghiéng—nhung moi nguéi thudng ditng thang khi 
tao dang. Ban ding phép quay khi ban xem mot tam ban dé hodc lam thang mot 


mot btitc anh. Trong muc sau, mot hyperbola khéng thé nhan ra duoc chuyén thanh 
Y=1/X. 


BAI TAP 3.4 


Cac cau hdi dién tit vao ché tréng f(x) thanh Y = _t_. Hé sé géc ban dau 
tai (a,b) bang hé sé géc mdi tai__u_. Dé 


Vi tri, hé s6 géc, va do vong cia y = f(x) 
dudc quyét dinh béi__a_, _b vA_c 
Néu |f(a)| > co khi « > a, du@ng thang 
x=alamot_d_ ding. Néu f(x) > b 
déi véi x lén, khi do y = b la mot __e 
Néu f(x) — mx > b déi véi x 1é6n, khi do 
y=maz+blamot_f_. Cac dudng tiém 
can cia y = 2° /(a* — 4) lA _g_. Ham 
so nay 1a chan vi y(—x) = __h_. Ham s6 
sinkx cé chu ky _i | 





Gan mot diém ma tai do dy/dxr = 0, 
dé thi cuc ky _j_. Déi vdi ham sé mau 
y = Cx®, c = 1 duaray = k_. Mot 
hép thu phoéng quanh mét dé thi cd vé dai 
va _1_. Ching ta _m __ vao trong hép 
thu phong do dé thu dude dé chinh xac déi 
véi thém mét chit sé thap phan khac cia 
x”. Nhung viéc gidi dy/dx = 0 lai dua ra 
dé chinh xdc cao hon, bdi vi dé thi cia né 

n__truc x. Hé s6 géc ctia dy/dz lA __o 
Méi dao ham giéng nhu mot lan phong to 
p_. 


Dé di chuyén tir (a,b) tdi (0,0), tinh 
tién cdc bién thanh X = _q_ va Y = 
r_. Phép bién ddi __s__ nay bién y = 


co gidn cc truc ra theo cdc hé sé ¢ va d, dat 
x=cX va _v_.Phép bién déi_ w_ bién 
Y = F(X) thanh y=__-x_. Cac hé sé géc 
dudc nhan bdéi___y _. Cac dao ham cp hai 
dudc nhan béi _ z 


3.4.1. Tim nhip mach khi tim dap méi 
1 2 2 
5 gidy hoac moi hai dudng thang diing dam 
ho&c méi x giay. 


3.4.2. Mot cAch khac dé tinh nhip tim 
la ding céc khoang 6 giay. Cac bac si dém 
cac chu ky trong mdét khoang. 

(a) Co bao nhiéu dudng thang ding 
dam trong 6 giay? 

(b) Véi 8 nhip dap trén méi khoang, 
tim nhip tim. 

(c) Quy tac: Nhip tim=cac chu ky trén 
m6i khoang lan . 


Ham sé nao trong |3.4.3]3.4.18]1a chan 
hay lé hodc tuan hoan? Tim tat ca cac 
du6dng tiém can: y = b hoac x = a hoac 
y = ma-+b. Vé phac thao bang tay hoadc 
vé mét cach must ma bang may tinh. 


3.4.3. f(a) =a — (9/z) 


3.4.4. 
nao) 

3.4.5. 

3.4.6. 


3.4.7. 


3.4.8. 


3.4.9. 


3.4.10. 


3.4.11. 


3.4.12. 


3.4.13. 


3.4.14. 


3.4.15. 


3.4.16. 


3.4.17. 


3.4.18. 


3.4. DO THI 


f(z) =x” (bat ky s6 nguyén n 














fe) = 
fle) =~ 
fl) = 5 +8 
Co 
f(a) = (sin z)(sin 22) 


f(x) = cosa + cos 3a 4+ cos 5x 











fe) = 5 
ie) ae 
1 

{@M=s25 
f(x) = — — 2a 

3 
i@=55 

sinxz +cosx 
F(a) = sin x — cosx% 
f(x) =x —-sing 
fe) =. - vi 


Trong |3.4.1943.4.24) xAy dung f(x) cé 
dtng cac dudng tiém cAn sau. 


3.4.19. 
3.4.20. 
3.4.21. 
3.4.22. 
3.4.23. 


(a — co) 


3.4.24, 
3.4.25. 


et=l1vay=2 
z=1,r%=2,y-—0 
y=rvar=4 
y=2r¢+3var=0 


y=u e400), y= -2 


e=1,¢%=3,y=2 


Dé P(x)/Q(x) c6 nhan y = 2 


lam duéng tiém can, caéc da thttc P va Q 


phai 1a 


3.4.26. 


DéP(x)/Q(x) cd mot dudng 


tiém can xién, céc bac cia P va Q phai la 
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3.4.27. Dé P(x)/Q(x) co dudng tiém 
can y = 0, céc bac cua P va Q phai la 
. D6 thi cha «*/(1 +27) c6 nhiing 

dudng tiém can nao? 


3.4.28. C&1/(a—1) va 1/(«—1) déu 
nhan « = 1 va y = 0 lam cac dudng tiém 
can. Su khac nhau hién nhién nhit giita hai 
dé thi la 


3.4.29. Néu f’(x) c6 cdc dung tiém 
can « = 1 va y = 3, khi do f(x) c6 cdc 
dudng tiém can 


3.4.30. Dung (vdi ly do) hay sai (véi 
vi du). 

(a) Méi ty s6 cia hai da thie déu c6 
cdc dudng tiém can 

(b) Néu f(a) 1a chin, f(x) cing vay 

(c) Néu f” (a) 1a chin, f(x) cing vay 

(d) Gitta c4c tiém can ding, f(x) c6 
thé nhan gia tri khong. 


3.4.31. Xay dung mot f(x) ma 1a 
“chén quanh x = 3.” 


3.4.32. Xay dung mot g(a) ma 1a “lé 
quanh x = 7.” 


Ve dé thi cia |3.4.3343.4.38] trén mot 


may vi tinh hodc may tinh cam tay. 











3.4.33. y(@) = (14+1/z)*,-3 <4 <3 

3.4.34. y(x)=2'/*,01<2<2 

3.4.35. y(x) = sin(#/3) + sin(#/5) 3 

3.4.36. y(x) = (2—2)/(2+2), -3< 
res 

3.4.37. y(x) = 2x7 + 32? — 12245 
tren [—3, 3] va [2.9, 3.1] 

3.4.38.  100[sin(a + .1)] — 2sina 4 
sin(a — .1)] 


Trong|3.4.39}3.4.40|chi ra cac tiém can 
trén do thi may tinh ty 1é l6én. 


3.4.39. 
ave xv? + 8a —15 
4 x? 2 
x —6x2°+1 
b 
(b) y Sage 
3.4.40 
(a) y= a2 
a 28 + Be — 15 
au —x+2 
(b) y= 


~ ¢2 —Ir+1 


3.4.41. Dinh lai ty 16 dé thi y = sinz 
dé X dudc do theo dé, chit khéng phai 1A 
radians, va Y chuyén doi ti tiv meter sang 
centimeter. 


Cc bai tap |3.4.42]3.4.46| cuc tiéu hoa 
théi gian lai xe y(x) cla vi du dudc dé 
cap trong phan bai hoc. Mét sé cau 
héi cé thé khong phi hop véi phan 
mém cia ban. 


3.4.42. Lan theo vét doc theo dé thi 
cia y(x) dé udéc lugng «*. Chon mot ving 
zy hoac dtng mac dinh. 


3.4.43. Phong to theo cac hé sé ty 
lé c = d = 4. Ban phai phdéng bao nhiéu 
lan trudéc khi dat dudc «* = 1.73205 hoac 
1.7320508? 


3.4.44. Yéu cau chuong trinh cua 
ban tim cuc tiéu cia y(2) va nghiém cia 
dy/dx = 0. Hai két qua nay c6é gidng nhai 
hay khong? 


3.4.45. Cac hé sé ty 1é c va d déi véi 
hai lan phong trong Hinh la bao nhiéu? 
Ching dua ra su co gian cla cac truc x va 
y. 


3.4.46. Chiing to rang dy/dx = —1/60 
va d’y/dx? = 1/90 tai « = 0. X4p xi tuyén 
tinh dua ra dy/dx + —1/60 + x«/90. Vay hé 
sd géc bang khong gan x = . Day 
la phucng phap cta Newton, dting dao ham 
tiép theo. 


Thay déi ham s6o thanh (2) = 
V25 + «2/30 + (10 — x)/60. 


3.4.47. Tim x” bang cach chi ding dé 
thi ctia y(x). 
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3.4.48. Tim x” bang cach ding thém 
dé thi cia dy/dz. 

3.4.49. Cac phuong trinh ry va XY 
va xy déi vi dudng thang trong Hinh 
la gi? 

3.4.50. 


1 
g inde + ainda +: 


thi fs va fio tt —7 tdi 7. Phong to va m6 
ta hién tuong Gibbs tai x = 0. 

Trén cdc dé thi cia |3.4.5113.4.56| 
phong to vao cac cuc dai va cuc tiéu 
(3 chit s6 c6 nghia). Udc lugng cdc diém 


Xac dinh fn(x) = sing + 
(n s6 hang). Vé dé 














uon. 
3.4.51. y = 22° —162*+52° — 3727 4 
21a + 683 
3.4.52. y=a*—at-V3c+1-2 
3.4.53. y = x(a — 1)(a — 2)(x — 4) 
3.4.54. y = 7sin 2x + 5cos 3x 
3.4.55. y = (a —2¢41)/(a* — 32? 


15), -3<a<5 
3.4.56. y=asin(1/r),01<a2<1 


3.4.57. Mot may tinh c6é kha nang 
hién thi tdi 10 chit sé thap phan cho thay 
y = 0 va dy/dx = .01 tai x* = 1. Nghiém 
nay phai c6 do chinh xdc téi khoang (8 
chit s6 thap phan) (10 chit s6 thap phan) 
(12 chit s6 thap phan). Goi y: Gia st y = 
.01(a—1+ sai s6). Sai sé nao khong cé trong 
10 chit sé thap phan cia y? 


3.4.58. Cai nao kh6é dugc tinh todn 
mét cAch chinh xdc hén: Diém cuc dai hay 
diém uén? Dao ham cAp mét hay dao ham 
cap hai? 


3.5. Parabola, Ellipse, Hyperbola 


Duéi day 1A danh sdch nhiing duéng cong quan trong nhat trong todn hoc, nén ban 
c6 thé dodn dude ching ta sap hoc vé thit gi. That khong dé gi xép hang dude bén 


dudng cong ditng dau: 
cdc duéng thang 


cdc ham sine va cdc ham cosine (dao d6ng) 
céc ham mii (tang trudng va sut gidm) 
cac parabola, cac ellipse, va cdc hyperbole (ding 1, x, y, «7, ry, y”). 


Nhiting dudng cong ma toi da viét sau citing, ngudi Hy Lap 1A nhittng ngudi dau tién 
biét dén ching. Ching ta that ty nhién di ttt cdc phudng trinh tuyén tinh sang cdc 
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phuong trinh bac hai. Cac duéng thang ding 1, x, y. Cac duéng cong bac hai lai 
bao gom 2”, xy, y?. Néu ching ta tiép tuc vdi x va y?, toan hoc tré nén phitc tap. 
Chung ta bay gid nghién cttu caéc phuong trinh c6 bac hai, va cac duGng cong ma 
ching tao ra. 








Hinu 3.5.1. Mat phang cat tré nén déc hon: dudng tron tdi ellipse 
tdi parabola tdi hyperbola. 


Viéc thay dudc ca phuong trinh lan dudng cong la kha quan trong. Muc 
nay két ndi hai phan Ilén cia toAn hoc—gidi tich cia phuong trinh va hinh hoc cia 
céc dudng cong. Ching citing tao ra “hinh hoc gidi tich.” Ban da biét vé cac ham 
sd va cac dé thi. Diéu tham chi cdn co ban hon nita: Cac sé tudng ting vdi cAc diém. 
Ching a néi vé “diém (5,2).” Euclid c6 thé khong hiéu diéu ching ta vita ndi. 

Ndi nao Euclid vé mot dudng thang 45° qua giéc, ndi dé Descartes viét y = x. 
Hinh hoc giai tich da tro thanh trung tam cla todn hoc—chting ta bay gid nhin 
vao mot phan cia no. 


DUONG CONIC 


Parabola, ellipse va hyperbola c6é céc tinh chat dang chi y. Nguoi Hy Lap da 
phat hién ra rang tat cA nhiing dudng cong nay déu duoc sinh ra tit viéc cat mét 
mat non béi mét mat phang. Nhitng duéng cong nay 1a cdc “dudng conic’) 
Mot nhat c&t vudng géc véi truc cia mat nén dua ra mot dudng tron, va mot 
nhat c&t di qua truc m&t non va c&t dudng sinh tao ra mét ellipse. Mot nhat 
cat song song véi truc cla mat n6én dua ra hai nhénh cia mot hyperbola (Hinh 
[3.5.1}). Mot nhat c&t song song vdi dudng sinh dua ra mot parabola. N6 chi c6 
mot nhanh ellipse, nhung no lai m6 tdi v6 cting tuong tu nhu mét hyperbola. 

Trong sudt lich st todn hoc, parabola luén dugc xem la dang chuyén tiép gitta 
gitia cac ellipse va cac hyperbole. 

Nhac lai: Ching ta c6 thé cat xuyén qua cdc mat non dé thay dudc cac dudng 
conic hoc ching ta c6 thé tim kiém cdc phucng trinh cia ching. Déi vdi mot non 
cho phép anh sang chiéu xuyén qua, ching ta c6 thé nhin thay mot ellipse trén 
tudng (tudng c&t vao non Anh sdng). Déi vdi mot phuong trinh Ax? + Bry + Cy? + 
Dx + Ey+F =0, ching ta sé lAm cho no don giadn hon. D6 thi sé dude can gitta 
va dude dinh lai ty 1é (va dude quay néu can), nhaim thu dudc mot phuong trinh 
tuong tu nhu y = x”. Do léch tam va cdc toa do cuc duac dé lai cho Chuong 9. 


25Nd: Mat non (tiéng Anh: conic). 
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PARABOLA y = ax? + ba +c 


Ban da biét dén ham s6 nay tit lau trudc khi dén vdi gidi tich. Dé thi c&t truc x 
khi y = 0. Cong thtte bac hai y = 32” — 42 + 1 = 0, va do do nhan tit hod thanh 


1 2 
(a — 1)(3a — 1). Cac giao diém # = 1 va x = 3 hoan toan duoc sinh ra tit dai sé. 
Diéu quan trong khac lai dugc tim thay bang giai tich. Do lA diém cuc tiéu, mA 


tai d6 dy/dx = 6x — 4 = 0. Toa do « la 6 = 3? nam chinh giita hai giao diém ctia. 





Tung dé la ymin = 5 Day la dinh V trong sinhf3.5.2h tai day cua parabola. 
Parabola khéng c6 céc dudng tiém can. Hé sé géc 62 — 4 khong tién té6i mot 
hang so. 
CAN GIUA DINH. Ddi qua trai 2 don vi va lén trén z don vi. Vi thé gidi thiéu 
cic bién moi X = 2-5 AY =y +4. Khi do 2 = : aaa tudng img véi 
X =0 va Y = 0—day la dinh mdi: 


(3.5.1) y = 327 — 4x + 1 tré thanh Y = 3X°. 


2 < . 1 2 
Kiém tra vé mat dai s6. Y = 3X? cing chinh 1A y + a= 3(a — ay Phuong trinh 
duoc don gidn hoa thanh phuong trinh ban dau y = 32? — 4a + 1. Dé thi thit hai 
cho thay parabola dugc cin gitta Y = 3X7, voi dinh dugc déi vé géc toa do. 
PHONG TO VAO DiNH. Dinh lai ty 16 X va Y bang hé s6 thu phoéng a: 


Y = 3X? tré thanh y/a = 3(x/a)? 


Phuong trinh sau cing cé x va y dudc in dim. Véi a = 3, ching ta tim thay 
y = x’—d6 thi dugc phong dai gap 3 lan. Trong hai buéc vita réi, ching ta dat 
dudc parabola mau m6 lén trén. 


f= oye 
i tia y= Bx gaa? 


ba ge eae : i! 
{ tiéu diem tai Y = Dp tiéu diém tai y = — 


~~ 


, ‘ v 
V = (0,0) dung chuan y = “ie 







y = 32? —4¢ +1 























== + ‘ 2 1 
3 dinh tai { =,-= 
3° 3 


Hinu 3.5.2. Parabola véi cuc tiéu tai V. Cac tia phan xa tdi tiéu 
diém. D6 thi dude can gitta trong (b), dude dinh lai ty 1é trong (c). 


Parabola con cé mot diém quan trong khac—tiéu diém. Khoang cach tit tiéu 
diém téi dinh duoc goi lA p. Parabola diac biét y = x” c6 p = 1/4, va cdc parabola 
y= ax” khac c6 p = 1/4a. Ban phoéng dai theo mét hé sé thu phéng a dé nhan 
dugc y = x”. Mot tinh chat dep cia mét parabola 1A moi tia di thang xudng 
déu bi phan «xa dén tiéu diém. 
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Bai tap |2.3.25]xac dinh vi tri tiéu diém F—6 day ching ta dé cap dén hai 4p 
dung. Moét b6é thu nhiét mat trdi va mot chao TV co hinh parabola. Ching tap 
trung cdc tia mat trdi va cac tin hiéu TV vao mét diém—mot té bao nhiét hoiic 
mot bo thu tiép thu ching tai tiéu diém. Tap chi UMAF?4| nam 1982 giai thich 
cach radar va sonar hoat dong theo cting y tudéng. Den pha xe hoi hoat dong theo 
co ché ngu¢c lai, va chiéu Anh sang ra xa. 

Sau day lA mot diéu kha c6 dién vé cdc parabola. Ta méi diém trén dudng 
cong, khodng caéch dén tiéu diém bang khodng cach dén “dudng chudn.” 
Dudng chuan lA duéng thang y = —p nim phia dudi dinh (nén dinh nam chinh 


2 : 1 E ‘ 
gitta tiéu diém va duéng chuan). Véi p = rt khoang cAch chiéu xu6ng duéi tt 
e : 1 7 : 
bat ky (a, y) nao déu la y + Zr Khép gid tri nay v6i khoang cach dén tiéu diem 
1 2 
at (0, yp day la cin bac hai phia dudi. Két qua nhan dudc la parabola dac biét 


Vet 





2 
(3.5.2) yt ; =4/a?4 (y *) >  tré thanh —  y=2". 
Cac bai tap dua ra thutc hanh véi tat cA cdc budéc ching ta da thuc hién—can gitta 
parabola thanh Y = aX =, cai dinh lai ty 1é n6 thanh y = x. xac dinh vi tri dinh 
va tiéu diém va dudng chuan. 

TOM TAT DOI VOI CAC PARABOLA KHAC. y = ax? +ba +e c6 dinh cia né nam 
tai noi dy/dx bang khong. Nhu vay 2ar +b = 0 va « = —b/2a. Déi xién téi diém 
“binh phuong ding”: 


(3.5.3) ax? + ba + ¢ bang a(x + =) +C. 
a 


GO day, C = c—(b?/4a) la tung do cia dinh. Phép bién déi can gitta X = x+ (b/2a), 
Y =y—C taora Y = aX”. No di chuyén dinh tdi (0,0), dinh nén nim 6 diém nay. 
D6i vdi cdc ellipse va céc hyperbola, ké hoach khao sat ctia ching ta cing tung 
tu nhu vay: 
(1) Can gitta duéng cong dé khit bat ky s6 hang tuyén tinh Da va Ey nao. 
(2) Xac dinh vi tri timg tiéu diém va khaém pha cac tinh chat phan xa. 
(3) Quay dé khit Bry néu phugng trinh c6 chita no. 


2 2 
ELLIPSE on 4: 7 = 1 (DUONG TRON CO a=5) 
Phuong trinh nay lam cho ellipse d6i xing qua (0,0)—tam cia no. Doi x thanh 
—a, va y thanh —y van thu dugc cing mot phugng trinh. Khong can thém phép 
bién déi can gitta va phép quay. 

Phuong trinh cing cho thay rang x? /a? va y?/b? khong thé lén hon mot. (Ching 
cong lai bing mot va khong thé lA am.) Vi vay 2? < a’, va x nam gitta —a va a. 
Tuong tu y nim gitta —b va b. Ellipse nim bén trong mot hinh chit nhat. 


26Nad: Tap chi Ton Dai hoc va cac Ung dung Cia no (tiéng Anh: Undergraduate Mathematics 
and Its Applications, viét t&t: The UMAP Journal). 
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Bang cach gidi d6éi véi y, ching ta nhan dudc m6t phuong trinh (hoac hai 
phuong trinh!) theo x: 


2 2 2 b 
Yo =1-— = ké6o theo 2 = 44/1 - = hay y=4-V1— 22. 
b a b a a 


Cac dé thi 14 nim ntta trén (+) va nita dudi (—) cua ellipse. Dé vé ellipse, ching 
ta vé chang cing nhau. Ching gap nhau khi y = 0, tai « = a 6 phia xa bén phai 
(Hinh B53}, va tai z = —a 6 phia xa bén trai. Cuc dai y = b va cuc tiéu y = —b 
nam tai dinh va day cua ellipse, ndi ellipse tiép xtc vdi hinh chit nhat bao quanh. 

Mét dudng tron la mét trudng hop ddac biét cua mét ellipse, khi a = b. Phuong 
trinh dudng trdn x? + y* = r? 1A mot phuong trinh ellipse véi a = b = r. Dudng 
tron nay cé tam tai (0,0), nhttng duéng tron khac cé tam tai x = h, y = k. Duong 
tron duoc xdc dinh bdi ban kinh r va tam (h,k): 








(3.5.4) Phuong trinh ctia dudng trén : (x — h)? + (y—k)? =r. 


Bang Idi, khoang cach tit (x, y) trén dudng tron tdi (h, k) tai tam 1A r. Phuong 
trinh c6 céc s6 hang tuyén tinh —2hx va —2kx—chting bién mat khi tam 1a (0,0). 


Vi DU 3.5.1. Tim duéng tron cé dudng kinh tir (1,7) tdi (5, 7). 


Lor GIAl. Tam nam chinh gifta tai (3,7). Vi thé r = 2 va phuong trinh 1a 
(2-3)? + (y— 7)? =2?. 


Vi DU 3.5.2. Tim tam va ban kinh cia dung tron 2? — 6& + y? — 14y = —54. 





Lor ctAr. Ap dung phan bi binh phuong déi véi x? — 6x dé thu du¢c binh 
phuong (a — 3)? bing cAch cong thém 9. Ap dung phan bi binh phuong déi véi 
a? —14y dé thu dude (a — 7)? bang cach cong thém 49. Cong 9 va 49 vao hai vé cia 
phugng trinh, ching ta nhan duge (x — 3)? + (y— 7)? = 4.. Diéu cing mot dudng 
tron nhu trong Vi du 1. 


Lor GiA1 (Nhanh hon). Khép phuong trinh da cho véi (3.5.4). Khi do h = 3, 
k=7var =2: 


x? — 6x + y” — 14y = —54 phai khép voi x? — 2he + h? + y? — Qky + kh? =r’. 





Phép déi bién X = 2 —h va Y = y—k di chuyén tam cia dung tron tit (h, k) 
tdi (0,0). Day 1a dang thttc ding cho mt ellipse: 
2 2 2 2 
e ") +¥ aa = 1 tré thank < : > =1. 
Khi ching dinh lai ty 16 theo = X/a va y = Y/b, ching ta nhan duoc dudng tron 
don vi x? +y? =1. 

Duong tron don vi cé dién tich 7. Ellipse cé dién tich rab (duoc chttng minh 
sau trong cudn sdch nay). Chu vi cla dudng tron don vi lA 27. Chu vi cia mot 
ellipse khéng phu thuéc vao a va b—cong thitc cla no khéng don gian chit nao. 

Bay gid ching ta ddi su cht y cla minh khoi cdc dudng tron va tap trung vao 
cdc ellipse. Chting c6 hai tiéu diént"|(duge phat am theo tiéng Anh 1a fo-sight). 
D6i véi mot parabola, tiéu diém thit hai nam tai v6 cing. Déi v6i mot dudng trdn, 





Ellipse 


27Nd: Cac tiéu diém (tiéng Anh: foci). 
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(0,2) 











(—a, 0) (3,0) 








(0, —b) 


HINH 3.5.3. Dudng tron chua dugc can gitta. Ellipse da dude can 
gitta 27/3? + y?/2? = 1. Khodng cach ti tam dén phia xa bén phai 
cting la a = 3. Tat ca cdc tia bat dau tt’ Fh phan xa dén F,. 


ca hai tiéu diém déu nim tai tam. Cac tiéu diém cua ellipse nim trén truc dai hon 
cua no (truc chinh cua no), mot tiéu diém trén méi phia cla tam: 


F, nam tai « = c= Va? — b? va Fy nam tai « = —c 
Tam giac vudng trong Hinh [3.5.4] cé cac canh a, b, c. Khoang cach ttt dinh cta 
ellipse tdi tig tiéu diém 1A a. Khoang cach tit diém bién x = a téi tiéu diém 1A 
a+cvaa—c. Cong (a+c)+(a—c) dua ra 2a. Khi ban di quanh ellipse, khoang 
cach dén Fy céng khodng cach dén F la hang (lun lu6n 1a 2a). 
PHAT BIBU 3.5.1. Tai tat cd cc diém trén ellipse, tong ctia cac khoang cach 
dén hai tiéu diém 1A 2a. Dui day 1A mot phuong khac déi véi ellipse: 








(3.5.5) tit (,y) dén F, va Fo: /(a— 0)? +y? + J(e@+ 0? +4? =2a. 


Dé vé mot ellipse, quang chat mot sdi day cé chiéu dai 2a vao cdc tiéu diém. Gitt 
cho soi day cing va dat dau bit chi vao trong vong day réi cing ra dé vong day tré 
thanh hinh tam gidc. Di chuyén dau bit chi sao cho day luon cang. Khi do dau bit 
chi sé vach ra duéng ellipse. M6 ta nay dting a va c—dang khac ding a va b (nhé 
rang b? + c? = a”). Bai tap yéu cau ban don gian héa phudng trinh 
cho dén khi ban dat dude «7/a? + y?/b? = 1. 

“Hanh lang thi tham” cia Thugng vién Hoa Ky 1a mot ellipse. Néu ban ditng 6 
mot tiéu diém va thi tham, giong noi cua ban cé thé duoc nghe ro tai tiéu diém con 
lai (con 6 nhitng noi khac lai khéng nghe duoc). Giong néi cla ban bi phan xa bdi 
biic tudng tdi tiéu diém con lai—theo quy dao cia day cung. Déi v6i mot parabola, 
cac tia di vao tdi tiéu diém ti v6 ciing—do lA vi tri cia tiéu diém thit hai. 

Bénh vién ding tinh chét phan xa nay dé tan sdi than. Bénh nhan ngoi vao 
mt ellipse sao cho vién sdi trong than nim ding vao mot tiéu diém. Tai mot tiéu 
diém khac, mot thiét bi chiu trach nhiém thuyc hién tan sdi ban ra hang tram ct 
soc nho. Ban dude gay mé tiy séng (¥ toi IA ngudi bénh) va vién sdi vd thanh céc 
manh nho. 

Tiéu diém quan trong nhat 1A Mat trdi. Ellipse la quy dao cia Trai dat. Xem 
Muc 12.4 dé thay due mot Idi in an té hai cia Sé Diic tién Hoang gid] tren td 
mot bang cua nuéc Anh. Ho da dat Mat tréi tai tam. 


28Nd: S6 Diic tién Hoang gia (tiéng Anh: Royal Mint). 
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CAu HOI 18. Tai sao nhitng loi thi tham (va cdc s6ng rung kich) lai hdi tu tai 
tiéu diém thi hai? 


CAU TRA LOI. Cho dt ching di theo con duéng nao di nia, quang dudng van 
la 2a. Ngoai lé: duéng di thang la 2c. 


CAu HOI 19. Xéc dinh vi tri ellipse vdi phuong trinh 4x? + 9y? = 36. 
CAU TRA LOI. Chia bédi 36 dé thay ddi hang sé thanh 1. Bay gid dong nhat a 


va b: 


2 


= 
9 








2 
+ 7 =1nen a= V9 va b= V5. Tieu diém tai co ee eae 


CAUu HOI 20. Doi tam ciia ellipse theo phuong ngang va xcudng dudi tdi x = 1, 
y=). 


CAU TRA LOI. Thay x thanh x—1. Thay y thanh y+5. Phuong trinh tré thanh 
(a —1)?/9+(y+5)?/4 = 1. Trong thuc té, ching ta bat dau véi ellipse khong dude 
c&n gitta nay nay va di theo céch khac dé can giita no. 


2 
HYPERBOLA 5 -pel 
Luu y déu tri déi vdi mé6t hyperbola. Dau trit nay tao ra tat cA su khac biét. 
Khong giéng nhu mdt ellipse, cA x va y déu c6 thé 14 lén. Dung cong di ra xa téi 
vo cing. N6 van con déi xing, vi x c6 thé thay déi thanh —a va y thanh —y ma 
khong 4m thay déi phugng trinh. 
Tam nim tai (0,0). Giai déi véi y mot lan ntta cho hai phuong trinh: 








2 2 2 
(3.5.6) a = z = 1 kéo theo 7 = 44/14 z hay y = +7 Ve + 22. 


Hyperbola c6 hai nhanh ma khong bao gid gip nhau. Nhanh trén, v6i mot dau 
cong, co y > a. Dinh V, tai « = 0, y = a—diém thap nhat trén nhanh. Xa hon 
nita, khi d6 1én cua x 1a 16n, hyperbola di lén bén canh cac duwéng tiém caén xién 
cua no: 


2 2 
néu ~~ = 1000, khi do “% = 1001. Nen % Ja gan véi ~ hoae — =. 
b? a? a b b 
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Fy 9(0, V13) 










VY 






ro ., 
tin hiéu v6 tuyén , S 
y Q song 


dén dudng cong 





F Anh sé 
tai nhting thoi diem earuaoni 
> N phan xa 
cach déu nhau x 
ve Fy 
(—b, 0) (3,0) ° * 


(0, -—a 












F,¢(0,—c) Fe 


1 1 
HINH 3.5.4. Hyperbola rca - 5” =lcda=2,b=3,¢ 


V4+4+9. Cac khoang cdch dén F, va Fo sai khac mét ludng 2a = 4. 








Tiém can lA cdc dudng thang y/a = x/b hoac y/a = —x/b. Hé s6 goéc cia ching 1a 
a/b va —a/b. Ban khong thé bé qua ching trong Pan ory 

V6i mét hyperbole cdc tiéu diém nim phia bén trong hai nhanh. Khoang cach 
cia ching dén tam van dude goi la c. Nhung bay gid c = Va? + b?, ma 1a lén hon 
a va b. Khoang cach tit dinh dén mot tiéu diém 14 c — a va dén tiéu diém con lai 1A 
c+a. Hiéu (chit khéng phai tong) 1a: (ce + a) — (e— a) = 2a. 

Tat ca cdc diém trén hyperbola cé tinh chat nay: Hiéu gitta cac khodng cach 
dén cdc tiéu diém la mét hang sé bang 2a. Mot tia bat dau tit mot tiéu diém 
duoc phan xa dén tiéu diém con lai. Tia phan xa nim 6 phia bén ngodi déi véi 
hyperbola, va nam 6 phia bén trong déi védi ellipse. 

Sau day lA mot ting dung cho hé thong dan dudng. Cac tin hiéu radio dude 
phat di cing lic tw hai tram phat sdng. M6t con tau nhan dude cac tin hiéu cach 
nhau mot mili giay. Con tau dang 6 dau? Cau tra loi: Con tau dang nim trén mot 
hyperbola véi cdc tiéu diém tai cdc tram phat song. Cac tin hiéu radio di chuyén 
186 dim trong mot mili giay, nén 186 = 2a. Diéu nay xc dinh dudng cong. Trong 
Hé théng Dan dudng Tam xa?9|(LORAN), mot tram phat song thit ba dua ra thém 
mot hyperbola khac. Khi d6 con tau dugc dinh vi mét cach chinh xac. 


CAu HOI 21. Hyperbola va parabola khéc nhau nhu thé nao, khi xa tam? 


CAU TRA LOI. Cac hyperbola c6 tiém can, cdc parabola lai khong cé. 


Hyperbola cé mét phép dinh lai ty 1é hét sttc ty nhién. Sy xuat hién cia «/b 
1A mét dau hiéu dé thanh X. Tuong tu y/a tré thanh Y. Khi dé Y = 1 tai dinh, 
va ching ta co mét hyperbola tiéu chuan: 

2 2 
y co » ahs 2 2 
Mot phép quay mot gdc 90° dua ra X? — Y? = 1—hyperbola mé vé hai bén. Mot 
phép quay mot géc 45° dua ra 2XY = 1. Ching ta cho thay dudi day cach dé nhan 
ra x? +ay+y? =1 1A mot ellipse va 2? + 32y + y” = 1 1A mot hyperbole. (Ching 


29nd: Hé théng Dan dung Tam xa (tiéng Anh: Long Range Navigation, viét tAt: LORAN). 
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khong phai lA mot dudng tron vi do sy xuat hién cia s6 hang xy). Khi hé sé cua 
xy tang qua 2, x? + y? khong con biéu thi mot ellipse nia. 


CAU HOI 22. Xéc dinh vi tri hyperbola vdi phuong trinh 9y? — 4x? = 36. 


CAu TRA LOI. Chia béi 36. Khi d6 y*/4 — 2/9 = 1. Nhan dién a = V4 va 
b= V9. 

CAU HOI 23. Xédc dinh vi tri hyperbola khong dugc tam hod 9y?—18y—4a? —4ax = 
28. 


CAU TRA LOL Ap dung phan bi binh phuong déi véi 9y? — 18y dé thu dude 
9(y — 1)? bang céch cong 9. Ap dung phan bi binh phuong déi véi 4x? + 4x dé thu 
duoc 4(a + a) bang cdch cong ay = 1. Phuong trinh dugc viét lai dudi dang 


1 
9(y — 1)? — 4(a - 5) = 28+ 9-1. Day la mot hyperbola trong Cau héi p2f eo 


1 


Dé tom tat: Tim tam bang bang cach Ap dung cdc phan bi binh phuong. Sau 
do néu ra a va b. 


PHUGNG TRINH TONG QUAT Az? + Bry + Cy? + Dx + Ey + F =0 


Phuong trinh nay c6 bac hai, chtfa bat ky va tat cd céc s6 hang c6 lién quan dén 
1, x, y, x”, vy, y*. Hay cdt mot mat non bing mot mat phing. Liéu dung cong 
nhan duoc la mét parabola hay ellipse hay hyperbola? Bat dau véi trudng 
hop quan trong nhat Ax? + Bry + Cy? = 1. 


PHAT BIFU 3.5.2. Phuong trinh Av? + Bry + Cy? = 1 sinh ra mot hyperbola 
néu B? > 4AC va mot ellipse néu B? < 4AC va mot parabole néu B? = 4AC. 


Dé nhan dang dudng cong, ching ta khit Bry bing cach quay mat phang. Diéu nay 
citing thay déi A va C—nhung biéu thitc B? — 4AC khong thay déi (chttng minh 
dude b6 qua). Mot vi du lA 2ry = 1, véi B? = 4. NO quay tdi y? — x? = 1, vdi 
—4AC = 4. Sé duong4 d6 bdo hiéu mot hyperbola—vi A = —1 va C = 1 cé dau 
déi nhau. 

Mot vi du khac la x? +-y? = 1. N6 1A mot dudng trdn (mot ellipse dic biét). Di 
ching ta c6 quay nhu thé nao di ntta, nhung phugng trinh van nhu ci. Biéu thite 
B? —4AC =0—4-1-1 1A 4m, dau hiéu du bao déi véi cac ellipse. 

Dé quay mot goc a, doi x va y thanh cdc bién mdi 2’ va y/: 


x=2z'cosa—y'sina 2x =xcosa+ysina 
(3.5.7) ; 


va 
y=x'sinat+y' cosa y’ =—ysina+2cosa 


Phép thé déi vdi x va y thay déi Ax? + Bry+ Cy? = 1 thanh A’a2”? + B’a'y! + 
C'y? = 1. Cac cong thie déi véi A’, B’, C’ rat dau dau nén toi di ngay dén diém 
then chét: 

B' bang khéng néu phép quay géc a cé tan2a = B/(A—C). 
Véi B’ = 0, dudng cong dé dang dugc nhan ra tit A’x’* + C’y’* = 1. No 1A mot 
hyperbola néu A’ va C’ c6 dau déi nhau. Khi do B’”? — 4A’C’ la duong. Biéu thitc 
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géc B® — 4AC cing 1A duong, béi vi biéu thtic dic biét nay khong thay déi trong 
phép quay. 

Sau khi sé hang xy bién mat, ching ta d6i mat vdi « va y—bang phép bién 
déi can gitta. Dé tim tam, Ap dung cdc phan bi binh phucong nhu trong cac Cau 
hdi Bo) a Dé hoan thién, dinh lai ty lé thanh mot trong céc phuong trinh mau 
y =x’ hodc x? + y” = 1 hodc y? — x? = 1. 

Cau héi con lai lA vé F = 0. Dé thi cha Ax? + Bry + Cy? = 0 1a gi? Ellipse- 
hyperbola- parabola khong cdn xuat hién trong trudng hgp nay nita. Nhung néu 
nhitng ngudi Hy Lap da ding, mat non van bi c&t béi mot mat phang nay. Trudng 
hdgp suy bién F = 0 xay ra khi mat phang cat ngay qua dinh ctia mat non. 

Mot nhat c&t vudng géc vdi truc cla m&t non ma chi cham mot diém (0,0) do. 
Phuong trinh co lai thanh x? + y* = 0, mét dudng tron ban kinh khong. Mot nhat 
cat song song véi truc cha mat non dua ra hai dudng thang. Hyperbola tré thanh 
y* — x” = 0 chinh 1a cdc dung tiém can y = +a. Mot nhat ct song song vdi duéng 
sinh chi dua ra mot dudng thang, nhu trong x? = 0. Mot diém don, hai duding 
thang, va mét dudng thang 1a cdc trudng hop cuc tri cia mdt ellipse, hyperbola, 
va parabola. 

Tat ca nhitng “dudng conic nay déu dude sinh ra tit cAc mat phang va c4c mat 
non. Vé dep ctia hinh hoc, ma Archimedes da thay, lA xttng doi vdi tam quan trong 
cia cAc phucng trinh. Galileo di phat hién ra rang cdc vat phong di doc theo cac 
quy dao parabola (Chudng 12). Kepler da phat hién ra rang Trai dat di chuyén trén 
mot quy dao ellipse (citing trong Chugng 12). Cuéi cing Einstein da kham pha ra 
rang Anh sang di theo quy dao hyperbola. Nghia lA trong bén chiéu, va khong dudc 
dé cap dén trong Chuong 12. 














phuong trinh dinh tiéu diém 
b BP 1 
P y=azx*?+br+e ( c ) 6 trén dinh, ngoai ra 6 v6 cing 
2a 4a Aa 
a? 
E 7) + ‘eo l,a>b_ (a,0) va (—a,0) (c,0) va (—c,0): c= Va? — b?. 
y2 x 
H 2 pt 1 (a,0) va (0, —a) (0, c) va (0, —c): c= Va? + b?. 
BAI TAP 3.5 
Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng D6 thi cia x” +4y? =16lamdt_¢g . 
Phép chia béi__h  duaraa?/a?+y?/b? = 
D6 thi cia y= 2° +20 +5 1a mot _a_. lvdia=_i vab=_j_. Dé thi nim 
Diem thap nhat (dinh) cua no la (#,y) = trong hinh chit nhat c6 cdc canh la __k 
(_b__). Phép bien doi can gitta theo X = Dién tichlawab=__1_. Cac tiéu diém nim 
x+1vaY = _c_ di chuyen dinh téi taiz—=+c= _m_. Tong cia cdc khoang 
(0,0). Phuong trinh tré thanh Y =__d_._ cdch ti mot diém trén ellipse dén cac tiéu 


Tiéu diém ctia parabola dudc cin gitta nay diém luén An. Néu chang ta dinh lai 

la__e_. Tat cd cdc tia sang di thang xuéng_ ty le thanh X = 2/4 va Y = y/2, phuong 

déu duoc _f _ téi tiéu diém. trinh tré thanh _o _ va dé thi tré thanh 
mot op. 





D6 thi cia y? — 2? =9 lA mot __q_. 
Phép chia béi 9 dua ra y?/a? — 2?/b? = 1 
v6ia=_r_vab=_s_. O nhanh phia 
trén y > __t__. Cac dudéng tiém can 1a cac 
dudng thang _u_. Cac tiéu diém nam tai 
y = +c = _v_.__w__ cua cac khoang 
cach tiv mdt diém trén hyperbola nay dén 
cAc tiéu diém 1A x 








Tat ca céc duéng cong nay déu 1a cdc 
cac dudng conic—giao cla mot _y_ va 
mot _z _. Mét nhat c&t song song vdi 
truc cua mat non dua ra mot _ A. Mot 
nhat c&t song song véi dudng sinh dua 
ra mot _B_. Phuong trinh téng quat 1A 
Ac? +_C _+F=0.Né&uD=E =O, 
tam ctia dé thinadmtai__D__. Phuong trinh 
Ax? + Bry+Cy’ = 1 dua ra m6t ellipse khi 

E_. Dé thi cha 42” + 5rzy + 6y? = 11a 
mot F 





3.5.1. Dinh cia y = ax” + bx +c nim 


tai s = —b/2a. Co diéu gi dac biét vé x nay? 
Chiing t6 ring né dua ra y = c — (b”/4a). 


3.5.2. Parabola y = 3x? — 12% 6 
tain = . Tai cuc tiéu nay, 327 
lén bang so véi 122. Viéc dat 


X=x-2vaY =y+12 can gitta phuong 
trinh thanh 


Vé cac dudng cong bang 
tay hodic bang may tinh cam tay hodc 
bang may tinh. Xac dinh vi tri cac 
dinh va cdc tiéu diém. 





3.5.3. y=a2?—-22243 

3.5.4. y=(#—1)? 

3.5.5. 4y = 2” 

3.5.6. 4a = y? 

35.7%. (2-1) +(y—17 =1 
3.5.8. 27 +9y? =9 

3.5.9. 927? +y? =9 

3.5.10. 2?/4—(y—1)? =1 


3.5.11. y?—427 =1 
3.5.12. 
3.5.13. y?—2? =0 
3.5.14. 
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Cac bai tap |3.5.15| 43.5.20| lA vé cdc 





parabola 3.5.2113.5.34 la vé cac el- 
lipse, |3.5.3543.5.41| lA vé cdc hyper- 
bola 


3.5.15. Tim parabole y = ax” +ba +e 
ma di qua (0,0), (1,1) va (2,12). 


3.5.16. y = x —« co dinh tai 

. Dé di chuyén dinh tdi (0,0), dat 

X= va Y = . Khi do 
Y =X”. 


3.5.17. 


(a) Trong phuong trinh 
(3.5.2) thay ; thanh p. Binh phuong va 


don gian héa. 
(b) Xac dinh vi tri cdc tiéu diém va 
dudng chuan ctia Y = 3X ?. Diém nao cung 
cach dudng chuan va tiéu diém 1 don vi? 
3.5.18. Parabola y = 
v6i dinh tai . Phép bién 
déi cain gitta theo Y = y—9 duara Y = i 


9 — x? md 


3.5.19. Tim cac phuong trinh déi véi 
tat ca parabola ma 

(a) mé sang phai véi dinh tai (0,0) 

(b) mé lén véi tiéu diém tai (0,0) 

(c) m6 xudéng va di qua (0,0) va (1,0). 


3.5.20. Mot vat phong nam tai x = t, 
y =t—t? tai thoi diém t. Tim da/dt va 
dy/dt khi bat dau, dé cao cuc dai, va mét 
phuogng trinh ry déi vdi duéng bay. 


3.5.21. Tim phuong trinh cua el- 
lipse véi c4c diém cuc tri tai (+2,0) va 
(0,+1). Khi do di chuyén tam vé (t,1) va 
tim phuong trinh mdi. 


3.5.22. Trén ellipse 2?/a?+y?/b? = 1, 
giai déi vdi y khi x = c = Va? — b?. D6 cao 
phia trén tiéu diém nay sé rat gid tri trong 
viéc chttng minh dinh luat thit ba cua Ke- 
pler. 








3.5.23. Tim cac phuong trinh déi véi 
cAc ellipse véi nhttng tinh chat sau: 

(a) di qua (5,0) vdi cdc tiéu diém tai 
(+4, 0) 

(b) véi tong cac khoang cach dén (1, 1) 
va (5,1) bang 12. 

(c) vdi ca hai tigu diém déu nim tai 
(0,0) va tong cdc khoang c4ch= 2a = 10. 





3.5.24. Chuyén mot cin bac hai sang 
vé phai cia phuong trinh (3.5.5) va binh 
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phuong hai vé. Sau d6 dua cain bac hai con 
lai vé m6t vé va binh phucng mot lan nita. 
Don gian héa dé dat dudc phuong trinh cia 
mot ellipse. 


3.5.25. Quyét dinh xem cdc dudng 
cong sau la dudng cong nao gitta dudng 
tron-ellipse-parabola-hyperbola, dta trén 
phuong trinh XY voi X =x-1vwaY = 
y+3. 

(a) a? — 27 + y? + Gy =6 
(b) wv — 2a — y" ie aha 
(c) — 2a + 2y? + 12y = 6 
(d) «” —2a4-—y=6 


3.5.26. Mot hinh tru nghiéng co 
phuong trinh (x—2y—2z)?+(y—2¢%—2z)? = 
1. Chiing té rang m&t nudc tai z = 0 1a 
mot ellipse. Phuong trinh cla no la gi va 
B? — 4AC la gi? 


3.5.27. 
tiéu diém thuoc ellipse 27/25 + y 
Tim dy/dx tai diém do va phuong trinh cia 
tiép tuyén. 


3.5.28. (a) Kiém tra rang dudng thang 
ro + yyo = r° tiép xtc vdi dudng tron 
Ch eae 
x+y =r tai (xo, yo). 
(b) Déi véi ellipse x? /a? + y?/b? = 1, 
chitng td rang phuong trinh tiép tuyén 1A 
rro/a” + yyo/b? = 1. (Kiém tra hé sé géc.) 





(4,9/5) nam phfa trén trén 
aaa 





3.5.29. 
trong 


He 


sO gdc 
Hinh A a 
—1/(hé 86 géc tiép tuyén). Hé sé gdc cha 
dung thang bat dau tit Fp 1a S = 

Theo tinh chat phan xa, 


cua phap 


tuyén s = 


S = cot 20 = 








; (cot 6 — tan 0) = 


5 (8 ). 


Ss 


Kiém tra cdc sé s va S ctia ban theo phuong 
trinh nay. 


3.5.30. Hinh B chitng minh tinh chat 
phan xa cia mot ellipse. R la anh tao béi 
guong cia F, qua tiép tuyén; Q 1A bat ky 
diém nao khac trén tiép tuyén. Suy luan cac 
buéc 2, 3, 4 tir 1, 2, 3: 

1. PF, + PFy < QF, + QFy (vé tréi= 
2a, Q nam phia bén ngoai) 
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2.PR+ PF, <QR+QF» 

3. P n&m trén dung thang tit Fh tdi R 

4.a = 8: tinh chat phan xa dugc chitng 
minh. 

3.5.31. Ellipse (e—3)?/4+(y—1)?/4 = 
1 that su 1A mot véi tam nam tai 

va ban kinh . Chon X va 
Y dé tao ra X24Y? =1. 

3.5.32. Tinh dién tich cla mot hinh 
yuong nam vita vin trong ellipse 2 je + 
y?/b? =1. 

3.5.33. Quay cdc truc cla x? + ay + 
y? = 1 bang cach ding phuong trinh (3.5.7) 
véi sina = cosa = 1/V2. Phuong trinh 2’y/' 
sé thé hién mot ellipse. 








3.5.34. Cac gid tri cla a, b, c déi véi 
quy dao cia Trai dat quanh mat trdi 1A gi? 
3.5.35. Tim mét phuong trinh déi vdi 


hyperbola véi 
(a) dinh (0,4 





t1), cdc tiéu diém (0, +2) 











(b) dinh (0,43), cdc dudéng tiém can 
y= +2¢ 

(c) (2,3) n&m trén dung cong, cdc 
duoéng tiém can y = +x 





3.5.36. Tim hé sé géc cia y?— 2? = 1 
tai (wo, yo). Chitng té rang yyo — x20 = 1 di 
qua diém nay vdi hé s6 géc ding (nd phai 
la tiép tuyén). 

3.5.37. Néu cdc khoang cach tit (2, y) 
dén (8,0) va (—8,0) khac nhau 10 don vi, 
hyperbola nao chtta (x, y)? 


3.5.38. Néu Napoleon nghe thay mét 
tiéng dai bac va mot gidy sau dé Cong tudc 
cua Wellington cing nghe thay tiéng dai bac 
do, dai bac nim dau do trén mot 
véi cAc tiéu diém nim tai 

3.5.39. y? — 4y lA mot phan cia 
(y —2)? = va 2x? + 12” 1A mot 
phan cia 2(¢ + 3)? = . Vi vay 
y° dy 2x? — 122 = 0 dua ra hyperbola 
(y — 2)? — 2(2 +. 3)? = . Tam cua 
no la va no md sang 

3.5.40. Thuc hién theo Bai tap 39 dé 
dua y? + 2y = 2? +102 v8 Y? = X?+C voi 
X,Y, va C bang 

3.5.41. Vé hyperbola i Ay? =1va 
tim cdc tiéu diém va cdc dung tiém can cia 
no. 
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Cac bai tap |3.5.4243.5.46] lA vé cdc 


du@Gng cong bac hai (cdc du@ng conic). 


3.5.42. Aa? + Cy? + F =0 khong c6 
nghiém (dé thi réng) déi v6i A, C, F nao? 

3.5.43. Ching t6 ring 2? +2ey+y?+ 
2a + 2y+1=0 la phuong trinh (duoc binh 
phuong) cia mét dudng thang. 

3.5.44. Cho truéc bat ky 
diém trong mat phang, mét dudng cong bac 
hai Ax? +---+ F =0 di qua cac diém do. 

3.5.45. (a) Khi mat phang z = ax + 
by +c c&t mt non z? = x? +y”, khit z bang 
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cAch binh phucng phuong trinh mit phang. 
Viét lai dui dang Ax? + Bry+ Cy? — Dr 
Ey+ F=0. 

(b) Tinh B? — 4AC theo a va b. 

(c) Chitng té ring m&t phang ct mat 
non theo mdt ellipse néu a? +b? < 1 va theo 
mot hyperbola néu a” + b” > 1 (déc hon). 





3.5.46. Cac nghiém cla ax’ +be+e= 
0 ciing chita biéu thitc dac biét b? — dac. 
Phuong trinh bac hai nay cé hai nghiém 
thuc néu va khong c6 nghiém thitc 
néu . Cac nghiém giéng nhau khi 
b” = ac, tuong tuong tu nhu trong truéng 
hep cua mot parabola. 


3.6. Phép lap 2,41 = F(an) 


Phép lap cé nghia la lap di lap lai cing mét ham sé. Gia sit ham sé lA 
F(x) = cosa. Chon bat ky gia tri bat dau nao, chang han 2 = 1. Lay cosine ctia no: 
21 = cOSXp = .54. Sau do lay cosine ctia x1. Diéu nay tao ra rz = cos .54 = .86. 
Phép lap la an41 = cosay. Chiéc may tinh cém tay toi dting dudc dat vé ché do 
radian réi toi nhan “cos” ting lan mét. Cac sé ban dau khong quan trong, thit quan 
trong la dau ra sau 12 hoac 30 hodc 100 buéc. 


Vi DU 3.6.1. @12 = .75, 213 = 73, 014 = .74, «ee, 029 = -7391, x30 = .7391. 
Muc tiéu 1a giai thich tai sao cAc x tién tdéi x* = .739085.... M6i gid tri ban dau 
xo déu kéo theo cing mot sé «* nay. Cé diéu gi dac biét vé .7391? 


LUU Y VE PHEP LAP. Liéu 21 = coszo, 2 = cos21 c6 nghia lA 22 = cos? 29 
hay khong? Tuyét déi khong! Phép lap tao ra mot ham cos(cos 7) mdi va khac han. 
Ham nay dung ntt cos, cht khéng phai la nit binh phuong, Buéc thi ba tao ra 


: 1 
F(F(F(«))). Ngay khi c6 the, hay thy hién phép lap véi ¢,41 = 5 COS Zy,. Cac x 
e 1 
tién tdi gidi han nao? Liéu dé cé phai la 3 (-7931) hay khong? 


Hay dé toi giai thich cham lai dé hiéu nhiing cau héi nay. Y tudng chinh 
duoc biéu dién béi phuong trinh rn+41 = F (ap). Viéc thé xo vao F dua ra xy. 
Dau ra xz, nay lA dau vao ma kéo theo xg. Dén lust cla nd, x2 1A dau vao va dau 
ra £3 = F(a2). Day la phép lap, va n6 tao ra day 2,21, 23,.... 

Cac x cé thé tién tdi mot gidi han x*, try thudc vao ham s6 F.. Doi khi «* cing 
phu thudc vao gid tri ban dau x9. Doi khi khéng c6 gidi han. Nhin vao mét vi du 
thit hai, ching ta khong cén dén mét chiéc may tinh cam tay déi vdi vi du nay. 


1 bak ‘ 
Vi DU 3.6.2. &pi1 = F(an) = in + 4. Bat dau vi x9 = 0, day sé 1a: 


1 


1 1 1 1 
—_-—-e* 4 => 4 =—_ -— * 4 4 = — ts 4 = =— 4 = — 
T1i=>5 O+ , x2 + 6, x3 5 6+ 7, @4 5 T+ 75) 


bo 


: iL : 3 
Cac so 0, 4, 6, 7, TH .... d6 duéng nhu dang tién tdi «* = 8. M6t may tinh sé thuyét 


phuc ching ta diéu nay lA ding. Todn hoc cfing sé vay, khi ta thay nhitng gi dac 
biét vé 8: 
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i 1 
Khi cdc x tién téi x*, gidi han cla @p41 = gin +4 1a 


1 
i = ha +4. Phuong trinh gidi han nay dua ra z* = 8. 
8 1a “trang thai 6n dinh” trong d6 dau vao bang dau ra: 8 = F(8). No la diém bét 
dong. 
Néu ching ta bat dau tai vp = 8, day sé 1A 8,8,8,.... Khi ching ta bat dau tai 
xo = 12, day sé di lui vé 8: 
1 1 1 
= 12410, = -1044=9 wo io eas, 
2 2 2 
Phuong trinh déi vdi gidi han: Néu caéc phép lap xn11 = F(xn) hoi tu 
tei x*, khi dé x* = F(a*). 

3 So. E . 
Nh&c lai: 8 la dac biét bdi vi né bang 5 -8+4. S6 .7391... dac biét bdi vi né bang 
cos .7391.... Dé thi cia y= 2x va dé thi cia y = F(x) giao nhau tai x*. Viéc 
giai thich ly do tai sao cdc x h6i tu (hay ly do tai sao ching khéng hdi tu) 1a cong 
viéc cla giai tich. 


Vi DU 3.6.3. 2n41 = 22 C6 hai diém bat dong: 0 = 0? va 1 = 1”. O day 
1 gi 4 4A 


Fuaj—a". 
Bat dau véi zo = —, day s6 —, —, —.-- 

a ene AY 89 7 16? 256 ae 
co mot day sé tién téi x«* = 1 chi khi bat dau ti vp = 1 (tat nhién) va bat dau tir 
xo = —1. Bat dau tit x9 = 2, ching ta nhan duce 4,16, 256,... va day sd phan ky 
t6t +00. 


- nhanh chong di tdi «* = 0. Ching ta 


Méi gidi han «* c6 “mét lu vuc hit.” Litu vuc hit chita tat cd cdc diém bat 
dau xp ma kéo theo x*. Déi véi cdc Vi du 1 vA 2, moi x9 déu kéo theo .7391 va 8. 
Cac lu vuc hit nay 1a toan bo truc 86 (diéu nay van can dude chttng minh). Vi du 
3 c6 3 htu vuc hit—khoang trong —1 < xp < 1, hai diém x = +1, va tat ca cdc 
diém con lai. Luu vuc hit ngoai |zo| > 1 kéo theo too. Toi thach ban tim dude cac 
gidi han va cdc luu vuc hit (bang may tinh cam tay) déi véi F(x) = x — tana. 

Trong Vi du [3.6.3] x* = 01a hat. Cac diém gan x* di chuyén vé phia «*. Diém 
bat dong «* = 11a da@y. Cac diém gan 1 di chuyén ra xa. Ching ta bay gid tim quy 
t&c mA quyét dinh liu 2* 1a hit hay day. Thi then chét la hé s6 géc dF /dx 
tai x. 








PHAT BIEU 3.6.1. Bat dau tit bat ky vp nao gan mot diém bat dong «* = F(2*): 
x* la hdét néu |dF/dz| nho hon 1 tai 2* 
a* la déy néu |dF/dz| 1én hon 1 tai 2*. 
Truéc tién toi sé dua ra mot chtfng minh bang giai tich. Sau d6 dua ra mot bttc 
tranh vé su hoi tu, dudc thé hién bang cdc “mang nhén.” Ca hai phudng phap déu 
lam sdng to phép thit déi véi su hit: |dF'/dz| < 1. 
Chitng minh thi nhat: Try 2* = F(2*) khéi eny1 = F(ap). Hiéu vp41 — 2* 
bang véi F(«,,) — F(a*). Day la Af. Y tuéng co ban cia gidi tich la AF gan 
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bang vdi F’ Ac: 
(3.6.1) In41 — &* = F(rp) — F(x*) © F'(X*)(an — 2*) 


“Sai s6” a, — x* dude nhan béi hé sé géc dF/dz. Sai s6 tiép theo p41 — v* 1A nhd 
hon hoac 1én hon, tity thudc vao |F’| < 1 hay |F’| > 1 tai 2*. Méi buéc nhan xap 
xi béi |F’(«*)|. D6 lon cia n6é diéu khién téc dé cia su hi tu. 
Trong Vi du [3.6.1] F(a) la cosa” va F’(x) 1A —sinz. C6 su hit vé .7391 bdi vi 
1 ‘ 
|sinx*| < 1. Trong Vi du Fila get 4va F’ la 5° C6 su hit vé 8. Trong Vi 


du|3.6.3| F la «? va F’ 1a 2x. Co su siéu hut vé «* = 0 (trong dé F’ = 0). Co mot 
su day tt 2* = 1 (trong dé F’ = 2). 

Toi thita nhan ching ta phai déi mat v6i mot khé khan lén. Xap xi trong 
phuong trinh chi ding gan x*. Néu xo 6 xa, liéu day s6 c6 cdn tién tdi 2* 
nita hay khong? Khi c6 mét vai diém hit, ching ta dat dudc x* nao? Muc nay 
khdi dau véi cac phép lap tét, nhiing phép lip nay giai phuong trinh 2* = F(2*) 
hoac f(a) = 0. Lic khép lai muc nay, ching ta sé kham pha phuong phdép cia 
Newton. Muc tiép theo tao ra cdc phép lap dién ré nhung tuyét vdi, cdc phép lap 
nay khong hdi tu va cing khong bing nd. Ching dan dén cac “fractal” va cdc “tap 
Cantor” va cdc “hon dén.” 

Todn hoc nghién citu vé cdc phép lap van chua hoan thién. Ching ta cé thé 
khéng bao gid hoan thién dudc linh vuc nay, nhung it ra ching ta dang di ding 
hu6ng. Hay tu chon mét ham cy thé va tiép tuc nghién cttu vé no. 


DO THI CUA MOT PHEP LAP: CAC MANG NHEN 
Phép lap ¢n41 = F(a,) lién quan dén hai dé thi cing mot lic. Mot 1a dé thi cha 
y = F(x). Cai con lai 1a dé thi cia y = x (duéng thang 45°). Phép lap nhay téi 
va lui gitta nhttng dé thi nay. Day 1A mot cach rat thuan tién dé thay toan bd qua 
trinh. 
Vi du 11a @p41 = cos¢p. Hinh|3.6.1|cho thay dé thi cia cos x va “mang nhén.” 
Bat dau tai (xo, 2) trén dugng thang 45°, quy tac dua trén x1 = f (xo): 


Tw (xo, 2) di lén hoac di xudéng téi (2,271) trén dudng cong. 
Ti (29,21) di ngang tdi (x1, 21) trén dudng thang 45°. 
Cac buéc nay dugc lap di lap lai mai mai. Tir x, di lén tdi duGng cong tai F(21). 
Tung do nay 14 x2. Bay gid bing ngang cat qua dudng thang 45° tai (x2, 22). Cac 
phép lip dang nham dén (a*, «*) = (.7391, .7391). Day 1A giao diém cha hai dé thi 
y= F(a) vay=z. 
1 ‘ 2 
Vi du3.6.2)la vp41 = gen +4. Ca hai do thi déu 14 nhting duong thang. Mang 
nhén chi két ve mot phia, tit (0,0) tdi (0,4) tdi (4,4) tdi (4,6) tdi (6,6). Cha ¥ cach 
y thay déi (duéng thang ditng) va sau do x thay déi (duéng thang ngang). Hé sé 
goc cia F(x) la 5) nén khoang cach dén 8 dude nhan béi 5 tai méi buéc. 
Vi du C6 &n41 = #2. DO thi cia y = 2? ct dudng thang 45° tai hai diém 
bat dong: 07 = 0 va 1? = 1. Hinh|3.6.2h bat dau phép lap tai noi gan véi 1, nhung 
no nhanh chong di ra xa. Diém bat dong nay lA day vi F’(1) = 2. Khoang cach 
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.739 86 1 
-— xo 


Ly gt 2 oa) ry T2 X30 g* 








Hino 3.6.1. C&c mang nhén tw (2,29) téi (#,21) téi 
(x1, 21)—dudng thang dén dudng cong dung thang. 


dén «* = 1 duce gap doi (tai diém bat dau). Mot dung di di chuyén xudéng téi 
x* = 0—diém nay IA siéu hit vi F’ = 0. Duong di tit v9 > 1 phan ky tdi vo cing. 


Vi DU 3.6.4. F(x) c6 hai diém htt «* (mot diém day x* lu6n nam 6 gitta hai 


diém hit). 

SN or cho thay hai giao diém véi hé s6 g6c khong. Cac phép lap va cc mang 
nhén hdi tu mot cA4ch nhanh chong. O gitta, dé thi cia F(x) phai cdt dudng thang 
45° tit dudi. Diéu nay doi hdi mét hé sé géc lén hon mot. Cac mang nhén phan 
ky ttt diém bat on dinh nay, diém nay phan tach cdc luu vuc hit. Diém bat dong 
x =7 ban than no 1a mot luu vuc hit. 


Luu Y. Dé vé cac mang nhén trén mot may tinh cam tay, vé dé thi y = F(z) 
nam phia trén cia y = x. Trén m6t may tinh cam tay Casio, mét cach dé thuc 
hién diéu nay 1a vé (0,79) va dua ra lénh LINE: PLOT X,Y va theo sau do 1a EXE. 
Bay gid di chuyén con tré theo phudng ditng tdi y = F(a) va nhan EXE. Sau do 
di chuyén theo phudng ngang tdi y = x va nhan EXE. Tiép tuc. M6 bude vé mot 
dung thang. 


Déi véi TI-81 (va cA Casio ntta), mdt chudng trinh ng&n cing c6 thé tao ra 
mot mang nhén. Luu F(a) duéi cai tén Y; trén man hinh soan thao ham Y =. Cai 
dat mién (ctta sO vudng hoac tu dong dinh ty 1é). Chay chuong trinh va dap lai 1di 
nhac duoc hién thi véi zo: 


PrgmC : COBWEB : Disp “INITIAL x0” : Input X : All — Of 
> ¥, — On ”X” > Yq :Lbl 1 :X3S :¥,; 3T : Line(S,S,S,T) 
: Line(S,S, 5S, T) :TOS : Pause :Go to 1 


Luu Y. Cac x tién tdi x* tit mot phia khi 0 < dF/dzx < 1. 


Luu ¥. Mot luu vuc htt co thé bao gdm cdc x 6 rat xa (lutu vuc nay c6 thé 
chita vo han cAc x nhu vay). Diéu nay lam cho bai todn tré nén tht vi. Néu khong 
co nhitng diém bat dong nao 1A hit, xem Muc dé thay cac “chu trinh” va cdc 
“hon don.” 
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HInH 3.6.2. Cé&c mang nhén héi tu va phan ky: F(x) = a* va 


F(«) =a -sing. 


PHEP LAP Tr+1 = Ln — cf (Zn) 


Tdi diém nay, ching tdi tao diéu kién dé ngudi doc tu lua chon. Ngudi doc c6 thé 
quyét dinh nhay thang tdi muc tiép theo vé “Phuong phap cia Newton.” Phuong 
phap nay 1A mét phép lap dé giadi f(x) = 0. Ham sé F(a) két hop véi x, va f (xn) 
va f'(an) vao mot cong thitc téi wu déi véi v,41. Ching ta sé thay phuong phap 
ctia Newton hoat dong nhanh nhu thé nao (khi n6 hoat dong). N6 la chit khong 
phai la mét trong nhiing thuat todn noi bac dé gidi cdc phudng trinh, va no hoan 
toan dudc xay dung trén cdc xap xi tiép tuyén. 

Negudi doc cing c6 thé quyét dinh tim hiéu (thong qua giai tich) mot ho phép 
lp hoan chinh. Ho nay phu thudc vao mot sé c, s6 nay dudc chon theo ¥ cua ching 
ta. Su lua chon tét nhaét cia c tao ra phuong phap cia Newton. Toi nhan 
manh rang phép lép khong khi nao 14 m6t ¥ tudng mdi vA lap di. N6 la mét ky 
thuat co sé trong dién todn khoa hoc. 

Ching ta bat dau véi viéc nhan ra rang co rat nhiéu cach dé dat dude f(x*) = 0. 
(Toi viét x* dé ky hiéu nghiém.) Mot thuat toan tét co thé chuyén sang phudng 
phap cia Newton khi no tién dén gan nghiém. Phép lap ding f(x,) dé quyét dinh 
diém tiép theo #n41: 


(3.6.2) Inti = F(Ln) = In — Cf (Ln). 


Chi: 9 cach f(x) duge vay dung tu f(a)—hai ham s6 nay 1a khéc nhau! Ching ta 
di chuyén f sang vé phai va nhan bdi mot “sd tién dé” c. Su lua chon cia c (hoac 
Cn, néu no thay doi qua titng budc) la tuyét déi quan trong. Viéc doan diém bat 
dau xp cing quan trong—nhung d6 chinh xdc cia né khong phai lic nao cing nim 
trong tam kiém soat cia ching ta. 

Gia stt x, hoi tu téi x*. Khi d6 gidi han cia phuong trinh (2) la 


(3.6.3) x = a2" —cf(a"). 


Biéu thitc nay dua ra f(a*) = 0. Néu cdc rp c6 mot gidi han, no 1A nghiém ding 
cua phudng trinh. No 1A diém bat dong cia F (ching ta c6 thé gia dinh c, > c £0 
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va f(an) > f(x*)). Cé hai cau héi quan trong, va ca hai cau hoi nay déu dude tra 
1di nhd hé sé géc F’(a*): 

(1) x, tién tdi x* (hoac phan ky) nhanh nhu thé nao? 

(2) Mot sy ha chon tét cia c (hoac c,) 1a gi? 


Vi DU 3.6.5. f(x) = ax — b bang khong tai 2* = b/a. Phép lap rniy = 
Lyn — C(aa%py, — b) du dinh tim b/a ma khong thuc su ding dén phép chia. (Cac may 
tinh thai ky dau khong thé thuc hién dudc phép chia; ching ding dén cdc phép 
lap). Viéc triv z* khdi hai vé dua ra mét phudng trinh déi véi sai sé: 
Unt — L* = Ly — x* — C(axy, — b). 
Thay b béi az*. Vé phai la (1 — ca)(x, — v*). “Phuong trinh sai s6” nay 1a: 
(3.6.4) (sai s6)n41 = (1 — ca)(sai 86). 


Tai méi buéc sai s6 duoc nhan bdi (1—ca), ma chinh la F’. Sai sé di téi khong 
néu |F’| nhoé hon 1. Gia tri tuyét déi |1 — ca| quyét dinh moi tht: 


(3.6.5) Ln héi tu tét x* khi va chi khi —1<1—ca< 1. 


Su lya chon hoan hao (néu ching ta dé biét nd) 1a ¢ = 1/a, su la chon nay sé 
bién nhan ttt 1 — ca thanh khong. Khi d6 mét phép lap dua ra dap 4n chinh xAc: 
a1 = 29 — (1/a)(aaxq — b) = —b/a. Day 1a dudng thing ngang trong Hinh|3.6.3h, 
hoi tu ngay trong mot budc. Nhung hay nhin vao nhitng duéng thang khac. 

Vi du nay khong can dén giai tich. Cac phuong trinh tuyén tinh khong can dén 
céc phép lap dé xAp xi cdc nghiém. Y tuéng then chét lA phwong trinh phi tuyén 
tinh f(x) =0 gan nhu tuyén tinh khi gan vdi x*. Ching ta Ap dung cac xp xi tiép 
tuyén. Ban dang nhin thay cach giai tich dudc tng dung, trong mét bai todn ma 
khong bat dau vdi viéc yéu cau tim dao ham. 

SU LUA CHON TOT NHAT CUA c 

Muc tiéu trudc mat la nghién cttu cdc sai s6 x, — «*. Ching nhanh chong di téi 
khong, néu nhan tii 1a nhd. Dé hiéu %p41 = tp — cf (an), lay phuong trinh nay trit 
phuong trinh «* = x* — cf(a*): 
(3.6.6) Unt — UL = Uy — x* — c(f(an) — f(a*)). 
Bay gid giai tich nhap cuédc. Khi ban thay mét hiéu cia cdc f, hay nghi vé 
df /dxz. Thay f(tn) — f(x") béi A(x, — x*), trong do A ky hiéu cho df/dzx tai «*: 
(3.6.7) Ln4i — 2* & (1 —cA)(an — 2%). 
Day lA phuong trinh sai 86 . Sai s6 mdi tai buéc n+ 1 xp xi vdi sai s6 cit dude 
nhan béi m = 1— cA. Diéu nay tudng tng voi m = 1 — ca trong vi du tuyén tinh. 
Ching ta tiép tuc tré lai phép thtt co ban |m| = |F’(2*)| < 1: 

PHAT BIEU 3.6.2. Bat dau gan x*, cdc sai s6 x, — a* di tdi khong néu nhan tit 


c6 |m| < 1. Sy Iya chon hoan hao la c = 1/A = 1/f'(#*)- Khi d6 m=1—cA=0. 





Chi cé mot khé khan: Chiing ta khong biét x«*. Vi vay ching ta khong biét dude 

c nao 1a hoan hao. N6 phy thudc vao hé sé g6c A = f’(x*) tai nghiém chu dude 

biét. Tuy nhién ching ta co thé dodn gan ding, bang cAch ding hé sé géc tai xp: 
Chon €n = 1/f' (an). Khi d6 an41 = tn—f(an)/f' (an) = Fan). 
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Day la phudng phap cia Newton. Ching ta cé thé lam cho nhan tit 1 — cA 
cang gan véi 0. Bang cAch xay dung df /dx vao F(x), Newton da tang téc su hoi tu 
cua phép lap. 








) F(z) F'(x*) 
F(x 
. a8 __ F(@) 
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x — f(x) —1.435 


L- ace — b): hong 
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fr = 22 —cos2 


HinuH 3.6.3. Nhan tit sai s6 lA m = 1 — cf’(a*). Newton c6 c= 
1/f' (an) vam > 0. 


Vi DU 3.6.6. Gidi f(a) = 2a — cosx = 0 véi cdc phép lap khac nhau (cdc c 
khac nhau). 


Duong thang y = 2x cat dudng cong cosine 6 dau d6 gan x = 5" Giao diem ma tai 

dé 22* = cosx* c6 cong thitc khong hé don gian chit nao. Ching ta bat dau tit 
i es is , : 

to = a va lap tn41 =n — C(2a%y, — cos xy) vGi ba su chon khéc nhau cia c. 


Lay c = 1 hoac c = 1/f’(x9) ho&c cap nhat c bdi quy tic cia Newton c, = 
1/f'(@n): 
ro =-50 c=1 c=1/f' (ao) Ch =1/f' (an) 


i= 38 45063 .45062669 
2 = 55 45019 45018365 
3 = .30 45018 45018361... 


Cot véi c = 1 dang phan ky (bi day khdi x*). Cot thit hai cho thay su hoi tu (bi 
hit vé x*). Cot thtt ba (phuong phép cia Newton) tién tdi «* nhanh dén néi ma 
.4501836 va bay chtt s6 thap phan sau d6 nita tring véi x3. 

Su hoi tu nay khdép véi du dodn nhu thé nao? Luu y rang f’(a) = 2+sinz nén 
A = 2.435. Nhin xem liéu cdc sai s6 x, — x’ thuc su, nhin xuéng titng cot, cd dude 
nhan bdi m dude du doén bén dudi cot dé hay khong: 


1 
c=1 c= 1/(2 + sin 5) Cn = 1/(2 + sing) 


to — 2" 0.05 4.98 -10~? 4.98 - 107? 
21 — 2" —0.07 4.43 - 1074 4.43 - 107% 
x2 — 2" 0.10 7.88+10 -° 3.63- 10-8 
x3 — x" —0.15 LALeig-* 2.78 - 10716 
nhan tt m=-—1.4 m = .018 m — 0 (Newton) 


Cot tht nhat cho thay mot nhan tit nhé hon —1. Cac sai sé tang qua tig budéc. 
Béi vi m 1A Am, nén cac sai s6 ddi d4u—mang nhén huéng ra ngoai. 

Cot thit hai cho thay su héi tu véi m = .018. Buéc dau tién cla no gidng véi 
phuong phap cia Newton, sau do c dudc cé dinh. Sau n buéc, sai s6 gan nhu ty 1é 
thuan véi m” = (.018)"—do 1A “su héi tu tuyén tinh” vdi mot nhan ti tét. 
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Cot tht ba cho thay su “héi tu binh phuong” cia phudng phap cia Newton. 
Viéc nhan sai s6 béi m 1a hit hon bao gid hét, béi vi m > 0. Trong thie té, m tu 
no 1a ty lé thuan vdi sai s6, nén tai ting budc sai s6 duoc binh phuong. Bai 
tosn BSI) chitng té rang (sai s6)n41 < M(sai s6)?. Binh phuong nay dua ching 
ta tir 10-7 tdi 10+ tdi 10-8 toi “mot € mang tinh rap khuén” trong ba budéc. S6 
lugng cdc chit s6 thap phan chinh xdc ducc gap doi tai m6i budc khi phuong phap 
cua Newton héi tu. 


Luu Y. Su lua chon c = 1 sinh ra @n41 = Up — f (tn). Day 1a “phép thé lién 
tiép.” Phuong trinh f(a) = 0 dugc viét lai dudi dang x = x — f(x), va méi x, dude 
thé tré lai dé sinh ra x;41. Phép lap vdi c = 1 khong phai lic nao ciing that bai! 

Luu Y. Phuong phap ctia Newton 1a phép thé lién tiép déi véi f/f’, chtt khong 
phai 1k déi véi f. Khi 46 m= 0. 

Luu Y. Edwards va Penney, |ciing ngau nhién chon cting vi du 2” = cos cho 


2 : 1 
cuon sach giai tich cua ho. Nhung ho khéo léo viét n6 dudi dang ty41 = 3 COS Ln, 





1 1 
ma c6 |F”’| = 5 \sina| < 1. Phép lap nay phi hgp véi ho cua ching ta véi c = 5? va 


1 
no thanh cong. Ching ta trudc d6 da hoi liéu gidi han ctia né cé la 3 (-7391) hay 
khong. Khong, gidi han cha né la x* = .450.... 


Luu ¥. Su lya chon c = 1/f’(a9) la “mét bién thé ctia phuong phdp cia 
Newton.” Buéc dau tién cia né giéng vdi phudng phap cia Newton, sau do c¢ dude 
c6 dinh. Cac budéc cia phudng phap nay dudc thuc hién nhanh chong hon, bédi vi 
ching khong doi héi mot f’(20o) mdi. Nhung ching ta lai can nhiéu budéc hon. Hang 
triéu dollars da dudc chi cho viéc nghién cttu phucng phap cia Newton, dé cai thién 
tdc do cia phuong phap nay. Trong tat ca cdc dang cua nd, f(x) = 0 1A bai todn 
chinh cua dién toan. 


BAI TAP 3.6 


Cac cau héi dién tit vao ché tréng (ao, %o) t6i( , )tdi( , ) va hdi tu téi 
A (x*,a*) =__m_. Day la mot giao diém cia 
Inti =X m6 tamot a _. Sau mét buée y= 2? vay = _n_, va no Ja siéu hit vi 
x1 = _b_. Sau hai buéc x2 = F(ax1) = o 
c__. Néu ngau nhién ma dau vao=dau ra, 
hay a = _d_, khi dé 2 lA mot diém f(x) = 0 c6 thé duse gidi bang phép 


e..F = 2° cf diém bat dong, lap véi tn41 = @n — cf(an), trong trudng 


taiz* = __g_. Bat dau gan mot diém bat hop nay F’(2*) = _p_. Trt a* = a* — 
dong, @n sé hdi tu téiné néu_h <1.D6 cf(«*), phuong trinh sai s6 IA tn41 — 2* © 


la béi vi tngi—2" = F(an)—F(a") & __i_. m(__q_). Nhan tit lA m = _r_. Cac sai 
Diém bat dong nay duge goi la _j_. tn bi 86 tién toi khong néu __s_. Su lwa chon 
day néu _k_. Déi véi F = 2°, cdc diém c¢, = _t_ sinh ra phuong phap ctia New- 
bat dong cé FY = _1_. Mang nhén di ti’ ton. Sy la chonc =11A“__u __ lién tiép” 


30Nd: Charles Henry Edwards, Cutu Gido su, Khoa Toan, Dai hoc Georgia (tiéng Anh: University 
of Georgia). David Emroy Penney, Ph6é Gido su, Khoa Toan, Dai hoc Georgia. 
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vac = _v_ 1A mot bién thé cia phuong 
phap cia Newton. Su héi tu tdi 2* 1A w 
nhat dinh. 


Ching ta cé ba cach dé nghién cttu cdc 
phép lap tn4i1 = F (an): (1) tinh x1, 22,... 
tit ao khac nhau (2) tim cdc diém bat 
dinh a* va kiém tra |dF/dz| <1 (3) vé 
cac mang nhén. 


Trong cac Bai tap |3.6.13.6.8| bat 
dau tw ro = .6 va to = 2. Tinh U1,U2,--- 
dé kiém tra su héi tu: 








3.6.1. tng = 22 — 

3.6.2. @n41 = 2%n(1 — tn) 

3.6.3. En41 = S/En 

3.6.4. an41 =1/Vin 

3.6.5. tn4+1 = 34n(1 — Ln) 

3.6.6. Sn4i =n + 2n —2 

3.6.7. En41 = son -1 

3.6.8. @n41 = |rn| 

3.6.9. Kiém tra dF/dzx tai tat ca cdc 


diém bat dong trong cdc cac Bai tap|3.6.1 
Chung 1a hut hay 1a day? 


3.6.10. Tit a = —1, tinh day sé 
In4+1 = —x3. Vé mang nhén véi “chu trinh” 
cua no. Hai buéc sinh ra tn+2 = x, ma co 
cdc diém bat dong é 

3.6.11. Vé mang nhén déi v6i an41 = 
1 


1 ee ate 
gun —1 va @n41 = 1- gin bat dau ti 


xo = 2. Quy tac: Mang nhén két vé hai phia 
khi dF/dz Ia 

3.6.12. Vé mang nhén déi véi an41 = 
x2 —1 b&t dau tir diém tudn hoan xo = 0. 
Mot diém tuan hoan khac 1a . Bat 
dau gan tai zo = .1 dé thay li¢u cdc phép 
lap c6 bi hut tdi 0, —1,0,—1,... hay khong. 

Gidi céc phuong trinh 
3.6.16] vdi sai s6 khéng qua 1% bang 
phép lap. 


3.6.13. x = cos 5 


3.6.14. x =cos? x 
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3.6.15. x = cos Vx 

3.6.16. 2 = 2x — 1 (27) 

3.6.17. an4i = a(n — £2) hoi ty tdi 
x* = 0 véi s6 a nao? 

3.6.18. tn41 = a(an — £2) hdi tu tdi 
x” = (a—1)/a véi 86 a nao? 

3.6.19. an41 = 4(an — ©2) dé thay su 


2 P x 3 
hon don. Tai sao x, kh6ng tién tdi x* = a. 


3.6.20. Mot diém bat dong cia F(x) = 
i 5 la hat, diém cdn lai la day. Bang thuc 
nghiém hoac céc mang nhén, tim luu vuc 
hut cia cdc xo ma di tdi tdi diém hit. 

3.6.21 (quan trong). Tim diém bat 
dong déi véi F(x) = ax + s. No 1a hit khi 
nao? 

3.6.22. Diéu gi xay ra trong trudng 


hop tuyén tinh zn41 = a%, +4 khia =1 VA 
khi a = —-1? 








3.6.23. Bat dau véi $1000, ban tiéu 
mot ntta so tién cua ban mdi nim va mét 
ngudi di giau cé nhung hao phong cho ban 
$1000 nia. S6 du trang thai én dinh x* cia 
ban 1& bao nhiéu? 2* 1A bao nhiéu néu ban 
bat dau véi mot triéu dollars? 


3.6.24. No quéc gia cia Mf da ting 1a 
$1 nghin ty. Lam phat lam giam gié tri thuc 
cua né 5% méi nim (nén nhan bdi a = .95), 
nhung boi chi lam tang thém $100 ty. Hdi 
s6 nd trang thai 6n dinh 2” 1A bao nhiéu? 


3.6.25. tn41 = b/an c6 diém bat dong 
a” = Vb. Chiing té ring |dF/dz| = 1 tai 
diém dé—héi day sé bat dau tit xo? 


3.6.26. Chiing té rang ca hai diém bat 
dong cia tn41 = re +a —3 déu la day. 
Cac phép lap lam nhting gi? 


3.6.27. Mot may tinh cam tay c6 gid 
$5 lay dugc cin bac hai nhung khong lay 
dudc can bac ba. Giai thich tai sao @n41 = 


/2/an hoi tu toi V2. 


3.6.28. Bat dau cAc mang nhén déi véi 
Int1 = Sinn VA In41 = tanzy. Trong ca 
hai truéng hop dF'/dx = 1 tai x* = 0. (a) 
Liéu cdc phép lap cé hdi tu hay kh6ng? (b) 
Dé xudt mot ly thuyét dua trén F” déi véi 
trudng hop khi F’ = 1. 
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Giai f(x) = 0 trong |3.6.2943.6.32 


bang phép lap rn41 = tn — cf(xn), dé 
tim mét c ma thanh céng va m6t c ma 
that bai. 


3.6.29. f(x) =a? —4 
3.6.30. f(x) =a? —4¢4+3 
3.6.31. f(x) = (a —2)°-1 
3.6.32. f(z) = (1-2) '-3 


3.6.33. Phuong phap cia Newton tinh 
mot c= 1/f’ (en) méi tai ting bude. Viét ra 
cong thiic phép lap déi véi f(x) = x«® -2 = 0 


va f(x) = sina — a= 0. 


3.6.34. Ap dung Bai todn|3.6.33]dé tim 
sdu chia s6 thap phan dau tién cia W2 va 
1/6. 

3.6.35. Bang thuc nghiém, tim ting x* 
va luu vuc hit cua n6, khi phuong phapn 
cia Newton dude Ap dung déi véi f(x) = 
a? — 5a +4. 

3.6.36. Kiém tra phuong phap cua 
Newton trén x” — 1 = 0, bat dau tw kha 
xa tai zo = 10°. Lic dau, sai s6 duc gidm 
di béi khoang m = . Gan «* = 1 nhan tit 
tién tdi m = 0. 

3.6.37. Tim nhan ttt m tai ting diém 
bat dong cla ¢n41 = In — c(a, — an). Du 
doan su héi tu déi véi cdc c khac (hi tu tdi 
x” nao?). 

3.6.38. Lam mét bang gdm cdc phép 
lap déi vic = 1 va c = 1/f'(ao) va 
c=1/f' (an), khi f(x) = 2? — : va xo = 1. 
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3.6.39. (a) Trong phép lap déi védi 
x” —2=0, tim dF/de tai a”: 


1 2 
In+1 = g (tn + Pee, 
(b) Phép lap Newton cé F(x) = 
f(z)/f'(z). Ching td ring F’ = 0 
f(x) = 0. Nhan tu déi vdi Newton lam = 0. 


3.6.40. Nghiém cia f(x) = «7 +2=0 
lA gi vA tai sao phuong phap Newton ch&c 
chan that bai? Nhung cit tién hanh phép lap 
dé thay an — oo. 


3.6.41. Du dn méy vi tinh F(x) = 
x — tana c6 cdc diém bat dong ma tai dé 
tanz* = 0. Vay 2* la bat ky bdi nao cta 
nm. TY x = 2.0 va 1.8 va 1.9, ban dat 
duoc béi nao? Kiém tra cac diém trong 
1.7 < a < 1.9 dé tim luu vuc htt cia 7, 
27, 37, An. 

Gitta bat ky hai luu vuc hit nao déu 
co cac liu vuc hit déi véi mdi bédi cia 7. 
Va tham chi con c6 nhiéu luu vic hit hon 
gitta luu vuc hat nay (mét fractal). Danh 
dau ching trén truc sé tit 0 tdi 7. Phong dai 
hinh anh xung quanh ao = 1.9 (c6 nén thé 
hién bang mau hay kh6ng?). 


3.6.42. Vé dé thi cos x va cos(cos x) va 
cos(cos(cos x)). Ngoai ra vé dé thi (cos)*z. 
Cac dé thi nay tién tdi cai gi? 

3.6.43. Vé dé thi sina va sin(sinz) va 
(sin)®x. Cac dé thi nay tién tdi cdi gi? Tai 
sao lai cham nhu vay? 


3.7. Phuong phap cia Newton (va Hén don) 


Phuong trinh can dugc giai la f(x) = 0. Nghiém 2* cua no 1a diém ma tai dé dé 
Bra 


thi cat truc «. Hinh 


1)cho thay «* va mot diém dudc wéc dodn ban dau xy. Muc 


tiéu cia ching ta la tién tdi x* gan nhat c6 thé, dua trén thong tin f(x) va f' (xo). 

Muc[3.6] da dua ra céng thitc cua Newton déi vdi x; (diém dude ude dodn tiép 
theo). Ching ta bay gid thuc hién diéu nay mot cach truc tiép. 

Ching ta thay gi tai zo? Dé thi c6 tung do f(x) va hé sé géc f’(xo). Ching 
ta biét minh dang 6 dau, va dudng cong dang di theo huéng nao. Ching ta khong 
biét liéu duong cong c6 vong hay khong (ching ta khong c6é f”). Ké hoach tét nhat 
la di theo tiép tuyén, tiép tuyén ding tat cA cdc thong tin ching ta cd. 

Newton thay f(x) béi x4p xi tuyén tinh cia n6 (= xp xi tiép tuyén): 


(3.7.1) 


f(x) © f(xo) + f'(ao)(x — a0). 
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7 
a) f se %1=2 
1 











di theo 


phan ky 
A Z 1 
tiep tuyén Y 


dén —oo 











HinH 3.7.1. Phuong phap ciia Newton doc theo cdc tiép tuyén 
tt ZO tdi ZY tdi v2. 


Ching ta muén vé trai bing khong. Diéu t6t nhat ching ta c6 thé thuc hién 1a Jam 
cho vé phai bing khong! Tiép tuyén c&t truc x tai x1, trong khi dugng cong cAt tai 
x*. Diém dude wéc doén mdi x; dén tit f(ao) + f’(x0)(x — 20) = 0. Chia bdi f’ (x0) 
va giai déi vdi 21, day 1a budéc 1 cia phudng phap ctta Newton: 


f (0) 
f"(x0) 

Tai diém mdi nay, tinh f(a ) va f’(x1)—tung do va hé s6 géc tai 2. Ching 
dua ra mét tiép tuyén mdi, mA c&t truc x tai x2. Tai méi bude chiing muén 
f(tns1) =0 va ching ta lai thuc hién céc bude nhu trén déi voi f(xp)) + 
f'(@n)(@n41 — Ln) = 0. Sau khi chia béi f’(x,,), cong thite déi vdi x1 1a phucng 
phap cua Newton: 


(3.7.2) L1 = Lo — 





PHAT BIBU 3.7.1. Tiép tuyén tai x, cAt truc x tai tp41: 
(3.7.3) Phuong phap cia Newton Int = Ln - = 


Thong thudng phép lap z,41 = F(a,) nay nhanh chong héi tu tdi x*. 


X4p xi tuyén tinh lién quan dén ba s6. Ching 1A Ax (phuong ngang) va Ay 
(phuong ditng) va hé s6 géc f’(x). Néu ching ta biét hai trong ba sé nay, ching 
ta cé thé udc lugng sé thtt ba. That dang nhé khi nhan ra rang giai tich dén thdi 
diém nay da dén ca ba phép tinh sau—chiing dong vai tro chti chét trong mon hoc 
nay: 

(1) Uée lugng hé sé géc f’(x) ttt Af/Ax (Muc[2.1) 
(2) Use lugng s6 gia Af tit f’(x).Axr (Muc[3.1) 
(3) Uéde luong so gia Ax tit Af/f’(x) (Phuong phap cia Newton) 


Af dude mong muén la — f (an). Cong thitc (3.7.3) chinh xc lA Aw = —f(2n)/f' (an): 


Vi DU 3.7.1 (Cac can bac hai). f(2) = x? — b bing khong tai «* = Vb va 
cting tai —v. Phuong phap ctia Newton 1A mét cAch nhanh dé tim cac can bac 
hai—phuong phap co thé da dugc tich hdp vao chiéc may tinh cam tay cua ban. 
Hé sé goéc 1a f'(a,) = 2ay, va cong thitc déi véi diém dude udc dodn mdi 
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tré thanh: 

x2 —b 1 b 
3.7.4 n+1 = 0y z =In n 
eed Se yee te Ga 


F 1 : é 
Biéu thiic nay rit gon thanh 7,41 = 3 (tn +b/an). Du dodn nghiém cia phuong 
trinh, chia b bdi nghiém duoc udc dodn nay, va lay trung binh céng cia 
nghiém duoc udc dodn va ty s6 vita duoc tinh. Ngudi Babylon cé dai cing 
da c6 ¥ tudng nay, mac dti ho khong biét dén cdc ham sé hay cdc hé sé géc. Ho da 
lap tn41 = F(a): 


1 b. . 1 b 
(3.7.5) F(z) = 5(e+ =) va F'(c) = 5(1 - =): 
Negudi Babylon da thuc hién chinh xdc nhitng gi ma ching ta xem 1A ding. Hé sé 
goc F’ bing khong tai nghiém, khi x? = b. Diéu nay lam cho phuong phap cia 
Newton c6 toc do hdi tu cao. Phép thtt hoi tu 1a |F’(x)| < 1. Phuong phap cia 
Newton dat dude F’(x) = 0—nghia 1A siéu héi tu. 


; ae 1 
Dé tim V4, b&t dau phép lap an4i = 5 (tn + 4/2) tai to = 1. Khi d6 x, = 


1 
~(1+4): 
5 +4) 
r= 2.5 tq = 2.05 x3 = 2.0006 x4 = 2.000000009. 


S6 lugng cht sé cé nghia 6 phan thap phan sai s6 tang gap hai lan sau mdi buéc. 
Sai s6 dugc binh phuong. Viéc trit x* = 2 khoi ca hai vé cha en 41 = F(a) dura 
ra mot phuong trinh sai s6 ma thé hién binh phudng do: 


1 4 1 
(3.7.6) Ent. —2= 5 (2 aa ) 2= 5 (tp, — 2)?. 


Xn In 





: 1 Z 2 ‘Z 
Day la(sat 86 )n4i © 7 (sat s6 )?. Biéu thite nay giai thich téc d6 hoi tu cla phuong 
phap cua Newton. 


GHI CHU. Ban khong thé bat dau phép lap nay tai 29 = 0. Budc dau tién tinh 
4/0 va bing né. Hinh|3.7.1h cho thay ly do tai sao—tiép tuyén tai khong nim 
ngang. N6 khong bao gid cat truc «x. 


Gui CHU. Bat déu x) = —1, phuong phap ctia Newton hoi tu téi —V2 thay vi 
V2. Day 1A mot 2* khdc. Thudng kho ma dodn duoc phuong phap ctia Newton sé 
chon «* nao. Quanh mdi nghiém 1a mot “luwu vuc hit,” nhung c4c phan khac cia 
liu vue hit c6 thé nam rat xa. Can c6 cdc thuc nghiém sd, véi nhiéu diém bat dau 
xq khac nhau. Viéc tim lvu vuc hit 1A mét trong nhitng bai todn dan dén su ra ddi 
cua cac fractal. 


1 c 1 
Vi DU 3.7.2. Gidi -—a=0 dé tim x* = — ma khéng thuc hién phép chia boi 
x a 
a. 
2 1 
O day f(x) = aT Phuong phap cia Newton ding f’(2) = —1/x?. That ngac 
nhién, ching ta khong thu hién phép chia bdi a: 


(W/mn)-a ; 
“1/3 : 





(3.7.7) Pua = Be 


192 3. CAC UNG DUNG CUA DAO HAM 


Liéu nhting phép lap nay co héi tu se khong? Toi sé lay a = 2 va nhim dén 





c= 5 Viéc tri 5 khdi hai vé cua (3.7.7) bién phép lip thanh phuong trinh sai 
86: 

Die ak il 1.5 
(3.7.8) Uni = 2a, — 20%, tré thanh rp41 c= 2(an 5) : 


Tai méi buéc sai s6 dudc binh phuong. Diéu nay sé rat tuyét (khi va chi khi) ban 
chon diém bat dau gan véi 2* = 5 Néu khong, viéc binh phucng mt sai sé 1dn va 


nhan béi —2 1a khong tét chit nao: 


Zo = .70 ty = .42 t3 = .4997 L4 = .4999998 
to = 1.21 t= —.5 t= -1.5 t4 = —127.5 


Cac thao tac dai s6 trong Bai tap 18 xAc nhan nhting kinh nghiém nay. Co su héi 
tu nhanh néu 0 < x < 1. Co su phan ky néu x 1A 4m hoac zg > 1. Tiép tuyén di 
tdi mot a, am. Sau dé Hinh cho thay mot tién trinh lui lai kha dai. 


Trong muc truéc, ching ta da vé F(x). Phép lap tn4i = F(x,) da hoi tu téi 
mot diém trén dudng 45°, ma tai do «* = F(a*). Trong muc nay, ching ta dang vé 
f(a). Bay gid x* 1a diém trén truc x ma tai do f(a*) = 0. 

Dé nhac lai: Chinh x* dé f(x*) = 0 1A nhitng gi ching ta nhdm dén. Nhung 
chinh hé sé géc F’(x*) mdi quyét dinh liéu cé hay khong mot «* nhu vay. Vi du 

. Z 1 
cé f(a) = 2x — 2x”. Cac diém bat dong 1a x* = 5 (nghiém ctia ching ta) va 
x* = 0 (khong hut). Cac hé s6 g6c F’(2*) 1A khong (Newton dién hinh) va 2 (day 
dién hinh). Diém then chét cho phuong phap ctia Newton la F’ = 0 tai nghiém: 


Hé 36 g6e ctia F(x) = 2 - 2. 1g FOF xn a6 


f'(2) (f'(«))? 
P(e) =0 kt fe) =v: 
Cac vi du 2? =bva 1/x =a cho thay su hdi tu co thé 1A nhanh hoac cé thé khong 
hoi tu. Trong Chuong 13, va trong thic té, phudng phép cia Newton gidi nhiéu 
phuong trinh con kh6é hon nhiéu. O day t6i sé chon mot vi du thi ba chi dé théa 
man su td md thuan tity vé nhiing gi c6 thé xay ra. Cac két qué hoan toan rat dang 
ngac nhién. Phuong trinh ching ta sé xét 1A 2? = —1. 





Vi DU 3.7.3. Diéu gi xdy ra khi ding phuong phép cia Newton dé 
gidi f(x) =2?+1=0? 
Cac nghiém duy nhat 1A cac sé Ao v* = i va «* = —i. Khong co sé thu nao la 
can bac hai cua —1. Phuong phap cia Newton c6 thé that bai. Nhung no khong 
co cach nao dé biét rang no c6 kha nang that bai! Tiép tuyén van c&t truc «x tai 
mot diém mdi #41, ngay ca khi duéng cong y = x* +1 khong bao gid c&t. Phuong 
trinh van dua ra phép lap déi vdi b = —1: 


(3.7.9) Cnt = 5(2n - —) = F(2p). 


Cac x khong thé tién tdi i hodc —i (khong c6 bat ky x nao 1a ao ca). Vay ching 
lam gi? 
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Diém bat dau dudc uéc dodn xp = 1 kha 1a thi vi. N6 kéo theo 2; = 0. Sau 
do trong biéu thitc cia x2 cé xudt hién phép chia béi khong va bing no. Toi ky 
vong nhting day khac cing di tdi di tdi v6 cting. Nhung cac thuc nghiém lai cho 
thay khac (va c6 phan bi an). Khi v, 1A lén, x,41 nhd hon mot ntta. Sau x, = 10 


1 1 
3 (10 _ i0) = 4.95. Sau khi trai qua nhiéu do du va su cho doi kha 


lau, ching ta cuéi cing cing thay mot sé gan bing khong xuat hién. Sau do, trong 
biéu thitc cia diém dude udc dodn tiép theo c6 xuat hién phép chia béi con sé nay 
nén lam cho gia tri cua diém nay lai tré nén kha lén. Diéu nay khién toi lién tudng 
vé cac “hén don.” 

Vi du nay c6 vé phitce tap dén ndi ching ta chi mu6n rut lui vé céc vi du thong 
thudng, nhitng vi du ma phudng phap Newton nhat dinh sé thanh cong. Bang cach 
thit giai cAc bai tap tit cu6n sAch nay ho&c cdc phudng trinh cua riéng ban, ban sé 
thay su hdi tu nhanh chong dén V4 a rat dién hinh. Ham sé dude xét c6 thé c6 
thé phttc tap hon 2” + 4 rat nhiéu (trong thuc té chic chan 1A nhu vay). Chang han 
nhu phép lap déi vdi 2x = cos x trong muc trudc, phép lap nay cé sai s6 dudc binh 
phuong tai mdi budc. Néu phuong phap cia Newton bat dau tai diém gan vdi 2”, 
su héi tu cua no 1a rat nhanh. Day citing chinh lA diém chinh cia muc nay: Di theo 
tiép tuyén. 

Thay vi nhitng ham sé dep dé nay, liéu tdi cd nén tiép tuc véi vi du 2? +1 =0 
kha ky quai nay hay khong? Vi dy nay khong dé doén dugc chit nao, va cé 1é cing 
khong may quan trong, nhung khong hiéu sao no lai tha vi hon nhitng vi du khac. 


la dén ay41 = 


Khong c6 nghiém thuc 2*, va phuong phép cia Newton 2n41 = =(an — 1/rp) crt 


2 
nay tdi nay lui. Ching ta bay gid kham pha zp. 


MOT CONG THUC DOI VOI z,, 


Then chét cho vi du ky quai nay nim trong m6ét bai tap ttt cdc cuén sdch lugng 
gidc. Hau hét cc bai tap nay chi dua ra thutc hanh véi c4c ham sine va cdc ham 


3 T 
cosine, nhung biéu thttc nay ding 1a cé dang 5 (tn —1/z,): 


1 cos@ sin@ __ COs 20 


5 = cot 20 


1 
= h 7 
sin@ cos sin 20 io 2 Co 





1 
os 0 ) 
Trong phuong trinh bén trai, mau s6 chung 14 2sin @cos@ (ma chinh 1a sin 20). Tit 


sé la cos” @ — sin? @ (ma chinh 14 cos 20). Thay cosine/sine béi cotangent va déng 
nhat thitc cho ching ta biét nhu sau: 


Néu 2x9 =cot@, khidéd 2x; =cot26. Saudd 2z2=cot46. Saudd zx, =cot2”6. 


Day 1a cong thitc can ding. Cac diém cia ching ta nim trén duéng cong cotangent. 
Hinh 3.23 bat dau tt zg = 2 = cot, va m6i phép lap déu lam tang géc lén gap 
doi. 
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Hinu 3.7.2. Phuong phap ctia Newton déi vdi x? + 1 = 0. Phép 
lap dua ra x, = cot 2"6. 








Vi Du 3.7.4. Day sé 2p = 1, 21 = 0, x2 = 00 khdp véi cotangent cla cdc gdc 
1/4, 7/2, va m. Day s6 nay bing no bdi vi trong biéu thitc cla x2 cé6 mot phép chia 
bdi rz; = 0. 


Vi DU 3.7.5. Day sé 1/V3, —1/V3, 1/V3 khoép BAIvéi cdc cotangent cia 7/3, 
27/3, va 47/3. Day s6 nay cé chu trinh kéo dai mai mai béi vi xo = zg = 14 =... 


Vi DU 3.7.6. Bat dau vdi mot xo 1én (6 nhd). Khi d6 x (tai 20) lén bang 
khoang m6t ntta so véi vp. Cudi cing, mot trong cdc géc 46,80,... sé cham dén 
mot cotangent rat lon, va cdc x lai di ra xa mot lan nita. Day la dién hinh. Cac vi 


du A va B la dac biét, khi 0/7 1a : hoac > 


Nhiing gi ching ta c6 6 day la hén d6én. Cac x khong thé hdi tu. Chung bi day 
mot cach manh liét bédi tat ca cdc diém. Ching citing cuc ky nhay cém véi gia tri 
cua @. Sau mudi bude, 0 dude nhan béi 2'° = 1024. Cac goc bat dau 60° va 61°cd 
vé gan nhau, nhung bay gid ching sai khac dén 1024°. Néu cdc géc bat dau lA mot 
bdi cia 180°, cc cotangent ctia chting van kha gan nhau. Trong thu té, cAc v9 1a 
0.6 va 14. 

H6n don nay trong todn hoc cing dudc nhin thay trong tu nhién. Vi du quen 
thudc nhat chinh 1A thdi tiét, hién tugng khi tugng nay 1a tinh té hon nhiéu so véi 
ban nghi. Tiéu dé “Nganh du bao thai tiét Da day di Qua xp da xuat hién trong 
Tap chi Khoa hod??| (1989). Bai bao da noi ring hieu tg hon tuyét lar*]1am tich 
tu cdc 16i nhé thanh nhitng van dé nghiém trong dén néi ma cdc du bao lau hon 
sau ngay khong con mot chit chinh xc nao nita. Ching ta khong thé ding cac 
phuong trinh théi tiét dé du bao trudéc mot thang—su chuyén dong clia mot may 
bay trén bau trdi c6 thé thay doi moi thit. Day 14 mot ¥ tuéng cAch mang, ¥ tudng 
nay noi rang mdt quy tac don gidn cé thé dan dén cdc dap An ma qua nhay dé cé 
thé tinh dude. 


31Nd: Nganh dit bdo thai tiét Da day di Qua Xa (tiéng Anh: Forecasting Pushed Too Far) 
32Nd: Tap chi Khoa hoc (tiéng Anh: Science). 

33Nd: Hiéu ting hon tuyét lin (tiéng Anh: snowball effect. ) 1A mot qué trinh bat dau tit mot trang 
thai ban dau c6 ¥ nghia nho va tu no phat trién, tré nén lé6n hon va nghiém trong hon. 
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Ching ta da quen nhin thay cdc bai todn vdi cdc cong thttc phttc tap (hoac 
khong c6 cong thite nao ca). Tuy vay ching ta lai khong quen nhin thay cdc cong 
thitc trong cé vé don gian nhu cot 2”0, nhung viéc tiép tuc lap n6é 1A hodn toan vo 
vong sau 100 buéc. 


HON DON TU MOT PARABOLA 
Bay gid tdi sé ndi vdi ban vé mOt nganh todn hoc mdi. Trudc tién tdi sé thay déi 
phép lap tn4i = s(n - ~) thanh mét phép lap tham chi con don gidn hon. Bang 
cach chuyén tit # sang z = 1/(1 +2”) , ting z mdi quay ra chi lién quan dén z ci 
va 27: 
(3.7.10) Zant = 42y — 427. 


Déy la phép lap bac hai néi tiéng nhat trén thé gidi. Co nhiéu sach dé cap 
vé no, va Bai tap 28 cho thay no dugc sinh ra ttt dau. Cong thitc cua ching ta déi 
v6i x, kéo theo z,: 

1 1 Ako 
=‘Tae Teena? ne 





(3.7.11) Zn 


Sine cing khong dé doan dudc nhu cotangent, khi 2”@ tré nén én hon. Diém mdi 
mé 6 day lA x4c dinh phuong trinh bac hai nay duci dang phan tit sau cing (khi a 
= 4) cua ho: 


(3.7.12) 2nt1 = An — az? O0<aK<4. 


n?) 
Vi du ngau nhién xc dinh phan ttt nam chinh gitta a = 2, vi du nay héi tu 
tdi . Toi muén dua ra m6t bao céo ng&n gon va mang tinh rat tty ¥ vé phép lap 


nay, déi vdi cc a khdc nhau. 

Neuyén ly chung lA bat dau véi m6t sé zp nim gitta 0 va 1, va tinh 20, 21, z2,.... 
That hap din khi xem sy thay di hanh vi khi a tang. Ban cé thé thay no trén 
chiéc méy tinh cia ban. O day ching ta m6 td mot sé diéu can tim. TAt ca cdc 
s6 déu nam gitta 0 vA 1 va ching co thé tién tdi mot gidi han. Diéu nay xAy ra khi 
a nho: 


1,2, tién tdi z* =0 


déi voi0 <a 
1l< 3, 2n tién tdi 2* = (a—1)/a 


< 
d6éi véi ac 
Cac diém gidi han nayf 1A c4c nghiém cia z = F(z). Ching lA cac diém bat dong 
ma tai do z* = az* — a(z*)*. Nhung hay nho lai phép thir déi vdi vide tién tdi 
mot gidi han: Hé 6 géc tai z* khéng duoc lén hon mot. O day f(z) = az — az? 
co F’(z) = a— 2az. Dé dang kiém tra dude rang |F’(z)| < 1 tai cdc diém gidi han 
dude du doan 6 trén. Van dé kho—doi khi khong thé—du bao dugc nhiing gi xay 
ra phia trén a = 3. Trudng hgp cua ching ta la a = 4. 
Cac z khong thé tién toi mét gidi han khi |F’(z*)| > 1. Mot diéu gi do 

phai xay ra, va co it nhat ba kha nang: 

Cac zn c6 thé lap lai theo chu trinh hodc lap day khoéng (0, 1) 

hodc tién dén mot tap Cantor. 
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Toi bat dau véi mét sé ngdu nhién 29, lay 100 budc, va viét ra cdc budc 101 dén 
105: 
a=34 a=35 a=38 a=4.0 


Zio3 = —-B42 827 491 985 
Z104 =  ~—« 402 001 950 .060 


Cot dau tién dang hoi tu tdi mot “2-chu trinh.” No thay ddi gitta 2 = .842 va 
y = .452. Nhting gid tri nay thod man y = F(x) va « = F(y) = F(F(a)). Néu 
ching ta nhin vao mét bude kép khi a = 3.4, x va y 1a cdc diém bat dong cia phép 
lap kép @n42 = F(F(ap)). Khi a tang qua 3.45, chu trinh nay tré nén khong én 
dinh. 

Tai diém do6 chu ky tang gap déi tu 2 budc thanh 4 budc. Voi a = 3.5, 
ban thay mot “4-chu trinh” trong bang—no lap lai sau bén budc. Day sé nay tit 
.875 tdi .383 tdi .827 tdi .501 va quay lai .875. Chu trinh nay phai la hit néu khong 
ching ta sé khong thay no. Nhung no citing tré nén khong 6n dinh khi a tang. Tiép 
theo la mét 8-chu trinh, chu ky nay 6n dinh trong mdt cua so nhé (ban cé thé tinh 
duoc n6) quanh a = 3.55. Cade chu trinh la 6n dinh déi vdi céc khodng ngan 
hon gom céac a. Cac ctta sé 6n dinh nay bi giam di béi thita s6 co Feigenbaum 
4.6692.... Cac chu trinh c6 dé dai 16 vA 32 va 64 c6 thé dude thay trong cdc thi 
nghiém vat ly, nhung tat cA ching déu khong 6n dinh phia trudc a = 3.57. Diéu gi 
xay ra sau d6? 

Hanh vi mdi va bat ng& xay ra gitta 3.75 va 4. Phia dudi ting duéng thang 
cla Hinh 8.7.3} may tinh da vé dé thi cdc gid tri cha 21991 dén zagqg—bd qua mot 
nghin diém dau tién dé cho mot chu ky 6n dinh (hoac hén don) dude thiét lap. 
Khong co diém nao xuat hién trong hinh ném mau trang Idn. Toi khong biét tai 
sao. Trong ctta so déi vdi chu ky 3, ban chi thay ba z. Theo sau chu ky 3 1A chu ky 
6,12,24,.... Co xuat hién viéc chu ky tang gap doi tai cudi cla mdi ctta sd (bao 
gom tat ca cac cita sd qué nhé dé thay duc). Ban c6 tai tao lai hinh nay bang cach 
lAp zn41 = G2 — az? tit bat ky z nado va vé do thi cdc két qua. 


TAP CANTOR VA FRACTAL 


Toi khong thé noi dudc diéu gi xdy ra tai a = 3.8. Co thé cé mot chu trinh 6n dinh 
ma co chu ky kha dai. Cac z c6 thé xuat hién gan vdi méi diém nam gitta 0 va 1. 
Mot kha nang tht ba 1a cdc z, tién tdi mét tap gidi han rat thua, tap hop nay 
trong giéng nhu tap Cantor. 

Dé xay dung tap Cantor, chia [0,1] thanh ba phan bang nhau va 

1 2 1 2 7 8 

phan con lai. Tai tttng budc, lady ra cdc phan ba 6 gitta. Cac 

diém con lai tao thanh tap Cantor. 
E 121 2 
Tai cdc diém mut =, =, -, =,. 

‘ai cAc eee Saha ; 

42). Tuy nhién tong chiéu dai ctia cdc doan bi lay ra bang 1 va tap Cantor cé “do 


i s. 3 
.. déu thuéc tap Cantor. Diém a cing vay (Bai tap 


. Z * 1 
do khong.” Diéu dac biét noi bac chinh la tinh tu déng dang cua no: Gitta 0 va 3 
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Cac chu ky 2,4,... 1A sé lugng cdc z trong mét chu trinh. 


8.16 6 


pecrmestte IL. 
tl 





Hino 3.7.3. Chu ky tang gap doi va hon don tv viéc lap F(z) 
(dugc lay di vdi su cho phép dac biét tiv Nha@p mén Todn hoc 
Ung dung (tiéng Anh: Introduction to Applied Mathematics) cia 
Gilbert Strang, Wellesley-Cambridge Press). 


2 R 1 Fe 
ban thay cing mot tép Cantor nhung nho hon ba lan. TU 0 téi 9 tap Cantor xuat 


hién 6 d6 mot lan nita, nhung dudc thu nhé bdi hé sé 9. M6i doan, khi bi chia tach, 
lai la ban sao thu nho ctia doan Ién hon. 

FRACTAL. Tinh tu dong dang do 1A mot thudc tinh dién hinh cia mét fractal. 
Cac hé sé thu phong cia noé tao thanh mot day vo han. Moét bong tuyét ton hoc 
bat dau véi médt tam gidc va thém vao mét hinh tam gidc mdi tai doan giita cla 
ting canh. Tai mdi budc tam gidc mdi lam cho tong chiéu dai cia titng canh dai 
thém gap 4/3 lan. Bién cuédi cing 1A tu dong dang, nhu mét bd bién dai vo tan. 

Ti fractal bat nguén ti tii chiéu phan doan}*4|Bien bong tuyét c6é chiéu lén 
hon 1 va nhé hon 2. Tap Cantor cé chiéu 1én hon 0 va nho hon 1. Phi mot doan 
thang thong thudng véi cdc hinh tron c6 ban kinh r sé can dén c/r hinh tron. Déi 
véi céc fractal, chting ta can dén ¢/r? hinh tron—va D 1a s6 chiéu. 

Phép lap zn41 = 42, — 422 cha ching ta cé a = 4, 6 cudi Hinh]3.7.3} Day sé 
2, 21,... xudt hién khAp ndi va khong di theo mét quy luat nado cd. Hanh vi cia 
no 1a h6én loan, va cdc phép thit théng ké khong tim thay mau hinh nao ca. Déi véi 
tat cA muc dich thuc té, cdc s6 1A ngau nhién. 

Thit nghi xem diéu nay c6 nghia 1A gi trong mot thi nghiém (hoac trong thi 
trudng chttng khodn). Néu céc quy luat don gidn sinh ra hén don, hodn toan khong 
c6 cach nao dé du dodn dude cac két qua. Khong c6é phép do nao 1a du chinh xac 
ca. Cac td bdo bao cdo rang quy dao cia Sao Diém vudng 1A hén loan—miac di n6 
tuadn theo dinh luat hap dan. Chuyén dong 1A hoan toin khéng dé dodn dudc N6 
chuyén dong khong thé dy bao dudc trong thdi gian dai. Toi khong hiéu diéu nay 
sé c6 tac déng nhu thé nao déi véi thién van hoc (hoac chiém tinh hoc). 

Cuén sach dé doc nhat vé chi dé nay c6 thé doc nhiéu nhat vé chi dé nay 
1A cuén sAch thuéc danh sdch ban chay nhat cua Gleick Hén dén: Lam nén mét 


34Nd: Chiéu phan doan (tiéng Anh: fractional dimension). 
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Hinu 3.7.4. Tap Cantor (phan ba 6 giita bi bé di). Bong tuyét 
fractal (bién v6 han). 


Nganh khoa hoc Moil?>| Nhiing cudn sdch hoa mat nhat 1a Vé dep ctia caéc Fractal?) 
va Khoa hoc vé céc Anh Fractal?" trong d6 Peitgen va Richter va Saupe cho thay 
nhitng bitc anh dé dudc trung bay trong cdc bao tang nghé thuat trén khdp thé 
gidi. Nhitng cu6én sdch nguon géc nhat 1a Cac Fractal va Hinh hoc Practak| ctla 
Mandelbrot. Bia cla ching ta c6 mot fractal tt’ Hinh 13.11. 

Ching ta tré lai c4c bai todn than thién hon trong d6 giai tich cé dat dung vo. 


PHUONG PHAP CUA NEWTON VS. PHUGNG PHAP CAT 
TUYEN: CHUGNG TRINH MAY TINH CAM TAY 


Phan kh6 cia phuong phap ctia Newton 1a tim df /dx. Ching ta can n6é déi véi hé 
s6 g6c cla tiép tuyén. Nhung giai tich c6 thé xAp xi béi Af /Ax—ding cac gia tri 
cua f(x) da duoc tinh tai x, va @p41. 

Phuong phap cat tuyén di theo duéng cat tuyén thay vi tiép tuyén: 


(3.7.13) 


f (zn) . f(tn) — f(@n-1) 
(Af/AZ)n Ag”, — ty 


Cat tuyén néi hai diém sau cing nhat trén dé thi cia f(x). Phuong trinh cia no 
la y — f(an) = (Af/Ax)(x — zn). Dat y = 0 dé tim phuong trinh déi véi 
gia tri mdi « = 2,41, ma tai dé dudng thang cat truc 2. 

Du dodn: Ba buéc trong phuong phap cat tuyén cing tét nhu hai budc trong 
phuong phap cia Newton. Ca hai cho nhiéu gap bén lan nhitng chit sé thap phan 
ding: (sai sé ) > (sai sd)*. Co 16 phuong phap cat tuyén cing tré nén hén loan 
déi voi a7 +1=0. 

Cac chugng trinh sau vé phuong phaép cia Newton va phuong phap cat tuyén 
1a danh cho TI-81. Dat cong thttc ctia f(a) vao khe nhé Y, va cong thitc cua f’(x) 
vao khe nhé Y2 trén man hinh soan thao ham Y =. Héi dap yéu cau vita xuat hién 


trong do ( 





Cat tuyén: En41 = Ln — 


35Nd: Hén don: Lam nén mot Nganh khoa hoc Mi (tiéng Anh: Chaos: Making a New Science). 
36Nd: Vé dep ciia cdc Fractal (tiéng Anh: The Beauty of Fractals). 

37Nd: Khoa hoc vé cac Anh Fractal (tiéng Anh: The Science of Fractal Images). 

38Nd: Hinh hoc Fractal (tiéng Anh: Fractal Geometry). 
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véi gid tri ban dau zo = X0. Chuong trinh tam ditng dé hién thi timg xap xi rp, 
gid tri f(x,), va sai phan x, —2,_1. Nhan ENTER dé tiép tuc hoac nhan ON va chon 
muc 2: Quit dé thoat. Néu f(v,) = 0, cdc chucng trinh hién thi ROOT AT va cho 


nghiém zp. 
PrgmN : NEWTON : Disp ”ENTER FOR MORE” Prgm : SECANT 2¥ 3 T. 
:Disp”X0=” :Disp ”ON 2 TO BREAK” : Disp "x0 =” :¥, 3 Y 
: Input X :Disp”” : Input X : Disp ”ENTER FOR MORE” 
:X-S8 : Disp "XN FXN XN—XNM1” :X—>S : Disp ”XN FXN XN — XNM1” 
:¥17 Y : Disp X :Y¥i7Y : Disp X 
:Lbl 1 : Disp Y : Disp ”X1=” : Disp Y 
:X—Y/Yo>X :DispD : Input X : Disp D 
:X-S-—-D : Pause :Y¥1 73 Y : Pause 
:X7S :Ify4~o0 :Lbl 1 :IfYA0 
:Y¥1 3 Y :Gotol :X-S-—-D :Goto1 
: Disp "ROOT AT” X38 : Disp ”ROOT AT” 


: Disp X 


:X—yD/(Y—T) >X 


: Disp X 


BAI TAP 3.7 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 


Khi f(x) = 0 dugc tuyén tinh hoa thanh 
flan) + f'(@n)(a — an) = 0, nghiém x 

a__ la 2,41 trong phuong phap cia New- 
ton. _b_ cua dung cong c&t truc x tai 
Yn41, trong khi cc _ c&t tai x*. Cac sai 
86 tai 2, VA an+1 thudng dude lién hé bdi 
(sai s6)n41 & M_d_. Day la hdi tu_e 
S6 ludng cdc s6 thap phan ding _f _ tai 
m6i buéc. 


Déi véi f(x) = x? — b, phép lap cia 
Newton 1A any41 = _g . @n hoi tu dén 
h_ néux >Ovadén i néu zp < 0. 
Déi véi f(x) = x? +1, phép lap tré thanh 
Inti = _j_. Phép lap khong thé hai tu 
dén _k_. Thay vao dé no kéo theo hén 
don. Viéc déi ham sé thanh z = 1/(2? + 1) 
dua ra phép lap parabola z,41 =_ 1 | 


Déi v6i a < 3, 2n41 = A2n — 027 hoi tu 
dén m6t _m__ don. Sau a = 3, gidi han 1A 
mot 2-chu ky, diéu nay c6 nghia lA __n 
Sau do nia, gidi han la mét tap Cantor, day 


la mot vi du vé mé6t __o _ trong mot chiéu. 


Tap Cantor latu_op_. 


3.7.1. Dé gidi f(x) = 2? —b = 0, phép 
lap nao duoc sinh ra tt? phuong phap cta 
Newton? 


3.7.2. Déi véi f(x) = (x—1)/(a +)), 
cong thitc cia Newton 1a an41 = F(an) 
. Gidi «* = F(a*) va tim F’(2*). 


Cac vn tién tdi gidi han nado? 


3.7.3. Toi tin ring Newton da 4p dung 
cong khai phuong phap cta minh véi chi 
méot phudong trinh x — 22 —5 = 0. Raph- 
sor c6 cong phat trién ¥ tudng nay nhung 
cing chi dugc déng ghi nhan vdi Newton. 
Sau hai budc tit zo = 2, c6 bao nhiéu sé 
thap phan trong 2* = 2.09455148 1a dang? 


3.7.4. Ching td rang phuong phap 
ciia Newton déi véi f(x) = x'/? dua ra cong 
thite ky quai tn4i = —2%n. Vé mot dé thi 
dé chi ra cdc phép lap. 


3.7.5. 
f' (xo) = 0. 


Tim x1 néu (a) f (xo) = 0; (b) 


3°Nd: Joseph Raphson lA mét nha todn hoc ngudi Anh ndi tiéng nhat véi phuong phap 
Newton-Raphson, con dugc goi la phuong phap cua Newton. 


3.7.6. Vé do thi f(z) = a? — 32-1 
va udc lugng céc nghiém x* ctia n6. Chay 
phuong phap ctia Newton bat dau ti 0, 1, 
=5) va 1.1. Ding thuc nghiém dé xem ao 


nao héi tu dén nghiém nao? 


3.7.7. Gidi 2? — 62 +5 = 0 bang 
phuong phap cia Newton védi ro = 2.5 va 3. 
Vé dé thi dé chi ra 2 nao kéo theo nghiém 
nao? 


3.7.8. Néu f(x) tang va lom trén 
(f’ > Ova f” > 0), ching td bing mot 
dé thi rang phuong phap cia Newton héi 
tu. H6éi tu tt phia nao? 


Giai[8.7.9]3.7.17] dén bén chit s6 thap 
phan bang phuong phap Newton véi 
mét may tinh hodc may tinh cam tay. 
Chon bat ky xo nao ngoai trit x*. 


3.7.9. 27-10=0 


3.7.10. «* — 100 = 0 (nhanh hon hay 
cham hon Bai tap 97) 


3.7.11. 2? — x = 0 (ao nao kéo theo 
nghiém nao?) 


3.7.12. 2° — x = 0 (ao nao kéo theo 
nghiémon. Ca hai cho nhiéu gap bén lan 
nhitng chi s6 thap phan ding: (sai sé) > 
(sai s6)*. Co 1é phuong phap cat tuyén cing 
tré nén hén loan déi véi a” + 1 = 0. nao?) 

3.7.13. «+5cosa = 0 (phuong trinh 
nay c6 ba nghiém) 

3.7.14. x+tan x = 0 (tim hai nghiém) 
(con nhiéu nghiém khac hay khéng?) 

3.7.15. 1/(1—2) =2 


3.7.16. l+ata?ta?+a* =2 





3.7.17. 2° + (@+1)* = 10° 


3.7.18. (a) Chitng t6é rang rny1 = 
2an — 2a? trong Vi du 2 1a gidéng vdi (1 — 
Qan11) = (1 — 2an)?. 

(b) Chitng minh su phan ky néu |1 — 2x0| > 
1. Chitng minh su hoi tu néu |1 — 2x9] < 1 
hoac 0 < a < 1. 


3.7.19. Véi a = 3 trong Vi du 2, 
thuc nghiém véi phép lap Newton ¢n+41 = 
2m — 3x2 dé quyét dinh xem xo nado kéo 


th oe 
eo x 3 
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3.7.20. Viét lai tny1 = 2a, — axz 
duéi dang (1 — aa%n41) = (1 — arn)”. Day 
so 1—az, tién tdi khong (nén rz, 3 uy déi 

a 
vGi Xp nao? 

3.7.21. Phuong phap cia Newton la 
gi dé tim can bac k cha 7? Tinh V7 dén 7 
chit sé thap phan. 

3.7.22. Tim tat cd cdc nghiém cia 
a = 4a — 1 (dén 5 chit sé thap phan). 
Cac bai tap|3.7.2343.7.29|1a vé x? +1 =0 
va hén don. 

3.7.23. Déi véi 6 = 1/16, khi nao 
Ln = cot2”"6 bing nd? Déi véi 6 = 1/7, 
khi nao cot 2"6 = cot 0? (Cac géc 2"0 va 6 
sai khac m6t béi cta 7.) 

3.7.24. Déi voi 0 = 7/9, di theo day 
so cho dén khi x, = Xo. 

3.7.25. Déi v6i 9 = 1, x, khéng bao 
gid trd vé ro = cot 1. Cac géc 2” va 1 khong 
bao gid sai khac m6t b6éi cua 7 vi 

3.7.26. Néu zo bang sin? , ching td 
ring z1 = 429 — 420 bang sin? 20. 

3.7.27. Néu y= 2? +1, ting y mdi la 
1 1 





2 
Yntl = Ty, t+1= 


Chiing t6 ring né bang y2,/4(yn — 1). 
3.7.28. Lat ngudc biéu thitc trong Bai 


tap 27, 1/yn41 = 4(yn —1)/y2, dé tim phép 
lap bac hai (3.7.10) déi vdi z, = 1/yn = 
1/(it+ r). 


3.7.29. Néu f(z) = 42 — 42”, hdi 
F(F(z))? Phuong trinh z = F(F(z)) c6 bao 
nhiéu nghiém? Trong sé nhiing nghiém nay, 
co bao nhiéu nghiém khéng phai la nghiém 
cla z = F(z)? 


3.7.30. Ap dung phuong phap cua 
Newton cho x? — .642 — .36 = 0 dé tim liu 
vuc hit cia x* = 1. Ngoai ra, tim mét cAp 
diém ma déi vdi cAp diém nay, y = F(z) va 
z = F(y). Trong vi du nay, phuong phap 
Newton khéng phai lic nao cing tim dudc 
nghiém. 

3.7.31. Phuong phap cia Newton giai 
x/(1—2a) = 0 bang rn41 = . NO 
hdi tu tiv xo nao? Khoang cach dén x* = 0 
ding 1a dudc binh phusong. 


3.7. PHUGNG PHAP CUA NEWTON (VA HON DON) 


Cac bai tap|3.7.3343.7.41| lA vé cdc cdc 
cai tién trong phuong phap Newton. 


3.7.32. Tai mot nghiém kép, phuong 
phap cia Newton chi hdi tu tuyén tinh. 
Phép lap nao dé giai x’ =0? 

3.7.33. Dé tang téc phuong phap cia 


Newton, tim budc Ag tit f(an)+Azf'(an)+ 
1 


5 (An) f" (an) = 0. Kiém tra trén f(x) = 
x” — 1 tit xo = 0 va giai thich. 

3.7.34. Phuong phap cua Halley ding 
fn + Axfi, 4 sAn( fr/ fp) fn = 0. D6i vi 
f(x) = 2? —1 va ao = 1+ 6, ching to ring 
a1 = 1+ O(c*?)—hdi tu bac ba. 





3.7.35. Ap dung phuong phap cat 
tuyén cho f(z) = 2? — 4 = 0, bat dau 
ti vo = 1 va m1 = 2.5. Tim Af/Az va 
diém tiép theo x2 bang tay. Phuong phap 
cua Newton ding f’(x1) = 5 dé dat dude 
x2 = 2.05. Cai nao gan vdi x* = 2 hon? 


3.7.36. Vé mot dé thi cia f(a) = «?—4 
dé cho thay cat tuyén trong Bai tap 35 va 
diém x2 ma tai dé no ct truc a. 


Phuong phdép chia déi Néu f(x) déi 
dau gitta rp va 71, tim dau cia né tai 


trung diém x2 = (20 +21). Quyét dinh 


xem liéu f(x) c6é déi dau gitta x va ro 
hoac x2 va x7; hay khéng. Lap lai trén 
ntta khoang (da dudc chia ddi) . Tiép 
tuc. Chuyén sang mot phuong phap 
nhanh hon khi khoang 1a dt nho. 


3.7.37. f(a) =a? —4 1a am tai « = 1, 
duong tai « = 2.5, va 4m tai trung diém 
x = 1.75. Vay «* nam trong khoang nao? 
Thuc hién mot buéc thit hai dé tiép tuc cit 
ntta khoang ra lAm d6éi mét lan nifa. 


3.7.38. Viét mot ma déi vdi phuong 
phap chia doi. Tai méi buéc in ra mot 
khoang chtta 2*. Cac dau vao 1A ao va 21; 
ma goi f(x). Ding néu f(xo) va f(r1) c6 
cing dau. 


3.7.39. Ba budc chia doi lam giam do 
l6n cia khodng xuéng bao nhiéu lan? Bat 
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dau tit zo = 0 vA 21 = 8, lay ba bude déi 
véi f(x) = x? — 10. 


3.7.40. Mot phuong phap truc tiép dé 
tim nghiém cua mot phuong trinh 1a phong 
to nai dé thi c&t truc x. Gidi 102° — 8.327 + 
2.295x — .21141 = 0 bang vai lan phong to. 


3.7.41. Néu hé sé thu phong 1a 10, khi 

dé sé lugng cdc chit s6 thap phan ding 1a 
déi vdi méi lan phong. So sanh véi 

phuong phap ctia Newton. 
2 1 il 

| i i 
: ‘ go ar 
Ching té rang né nam trong tap Cantor. No 
van nam trong tap hdp dang dudc xét khi 
cac phan ba 6 gitta bi gd bd. 





3.7.42. S6 : bang 


3.7.43. Nghiém cia f(#) = (a — 
1.9)/(@ — 2.0) =0 1a a* = 1.9. Thtt phuong 
phap cia Newton tit vo = 1.5, 2.1, va 1.95. 
Diém cong: xo nao dua ra su hdi tu? 


3.7.44. Ap dung phuong phap cat 
tuyén dé giai cosa = 0 tit ro = .308. 


3.7.45. Thtt phuong phap cta New- 
ton trén cosx = 0 ti’ ap = .308. Néu cot x0 
ding bang 7, chting t6 rang 71 = a9 + 7 
(va v2 = 2714+ 7). TY zo = .308169071, liéu 
phuong phap Newton c6 bao gid dtng lai 
dudc hay khong? 


3.7.46. Dung chuong trinh cla phuong 
phap ctia Newton va chuong trinh cta 
phuong phap cat tuyén dé gidi 2? — 10x” + 
22x +6 =0 tt x = 2 va 1.39. 


3.7.47. Phuong phap cia Newton déi 
véi sina = O1A ani = pn —tanaz. Vé dé thi 
sin va ba phép lap ttt xo = 2 va wo = 1.8. 
Dy dodn két qua déi véi zp = 1.9 va kiém 


tra. Diéu nay kéo theo du dn may tinh trong 
Bai toan}3.6.41| du an nay tim cac fractal. 
3.7.48. Vé do thi Yi (x) = 3.4(a—2”) va 
Y2(x) = Yi(¥i(x)) trong ctta sd hinh vuong 
(0,0) < (a,y) < (1,1). Sau do vé dé thi 


Y3(x) = Y2(¥i(x)) va Ya,..., Yo. Chu trinh 
la tt .842 tdi .452. 


3.7.49. Lap lai Bai tap |3.7.48] vdi 3.4 


duoc déi thanh 2 hoc 3.5 hoac 4. 
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Hinu 3.8.1. (a) v nhay lén phia trén 456 binn- (b)v bang 


Vtrung binh* 


3.8. Dinh ly Gia tri Trung binh va quy tac cia L’H6pital 


Bay gid ching ta dén véi mot phan quan trong khac cua giai tich: Dinh ly Gid 
tri Trung binh. Dinh ly nay két néi bttc tranh mang tinh dia phuong (hé s6 géc 
tai mot diém) vdi bitc tranh mang tinh toan cuc (hé sé goc trung binh qua mot 
khoang). N6i céch khac, no lién hé df/dx véi Af/Az. Giai tich dua trén méi lién 
hé nay, ching ta da nhin thay méi lién hé nay lan dau tién déi cdc véi van téc. Néu 
van t6c trung binh lA 75, liéu c6 thdi diém nao dé ma van téc ttc thoi 1A 75 hay 
khong? 

Néu khong c6 thém thong tin nao nifa, cau tra 10i cho cau hdi trén la khéng. 
Van tdc c6 thé 1A 100 va sau do 1a 50—van téc trung binh 1A 75 nhung khong bao 
gid co van téc tite thdi bang 75. Néu ching ta chap nhan c6é xuat hién mét budéc 
nhay trong van téc, van t6c tite thoi cé thé nhay ngay lén cao hon van toc trung 
binh cia no. Tai thdi diém d6 van téc khong tén tai. (Ham quang dudng trong 
Hinh[3.8.1f khong c6 dao ham tai 2 = 1). Ta sé tranh xa 16i thoat ré tién nay bang 
yéu cau ham c6 dao ham tai moi diém trong khoang. 

Trong Hinh quang dudng tang thém 150 don vi khi ¢ tang thém 2 don 
vi. C6 mot dao ham df /dt tai tat cA cAc diém trong (nhung cé mét hé sé gdc vo 
cling tai t = 0). Van téc trung binh la 

Af _ f@)-f _ 150_.. 

At 2—0 2 
Két luaén cia dinh ly la df /dt = 75 tai m6t diém nao dé nam trong khodng 
duoc xét. Co it nhat mdt diém ma tai do f’(c) = 75. 

Day khong 14 mot dinh ly mang tinh x4y dung. Ching ta khong biét gia tri 
ctia c. Ching ta khong tim c, ma ching ta chi tuyén bé (véi chttng minh) rang mot 
diém nhu vay 1A c6 tén tai. 

PHAT BIBU 3.8.1 (Dinh ly Gia tri Trung Bink). Gia str f(z) 1a lién tuc trong 
khoang dong a < x < b va cé dao ham kh&p noi trong khodng mé a < x < b. Khi 
dé 


(3.8.1) 





£(0) — f(a) 
b—a 

Vé trai lA hé s6 g6c trung binh Af/Az. N6 bang df /dz tai c. Ky hiéu déi véi mot 

khoang dong [véi céc diém mitt] 1a [a,b]. Déi voi mot khodng mé (khong ké céc 


= f'(c) tai mot diém c nao dé théa man a<c<b. 


40Nd: Dinh ly Gia tri Trung binh (tiéng Anh: Mean Value Theorem, viét tat: MVT). 
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diém mutt) ching ta viét (a,b). Nhu vay f’ dude x4c dinh trén (a,b), va f tiép tuc 
lién tuc tai a va b. M6t dao ham ciing dudc cho phép tén tai tai nhitng diém mit 
nay—nhung dinh ly khong doi hoi diéu nay. 

Chittng minh dugc dua trén m6t truéng hep dac biét—khi f(a) = 0 va f(b) = 0. 
Gia st ham sé bat dau tai khong va tré vé khong. Hé s6 géc hoac van téc trung binh 
bang khong. Ching ta phai chitng minh rang f’(c) = 0 tai mot diém nam gitta. 
Truéng hop dac biét nay (gitt cdc gid dinh trén f(x)) dude goi 1a dinh ly ctia Rolle. 

Vé mat hinh hoc, néu f réi khéi khong va quay lai, khi dé f’ = 0 tai diém no 
quay lai. 

PHAT BIEU 3.8.2 (Dinh ly cia Rolle). Gia sit f(a) = f(b) = 0 (bang khong tai 
cdc diém mut). Khi do f’(c) = 0 tai mot diém nao dé véi a < c < b. 
CHUNG MINH. Tai mot diém nam trong khoadng ma tai do f(x) dat cuc dai hoac 
cuc tiéu, df/dx phai bang khong. Do 1a mot diém c c6 thé chap nhan dudc. Hinh 
cho thay su khac nhau gitta f = 0 (dugc gia dinh tai a va ) va f= (duoc 
chting minh tai c). 














Bai todn nhdo: Cuc dai c6 thé dat dude tai cdc diém mttt a va b, néu f(x) < 0 
tai cdc diém nam gitta. Tai nhttng diém mit nay df/dx c6 thé khong bang khong. 
Nhung trong truéng hgp do, cuc tiéu duoc dat ducc tai mot diém trong c, diéu nay 
dudc xem 1a tudng dudng. Then chét cho chttng minh cia ching ta lA mét ham 
lién tuc trén [a,b] dat cuc dai va cuc tiéu cia né trén dé. Day la Dinh ly 
Gia tri Cuc ne 

That mia mai rang ban than Rolle lai khong tin vao logic ding sau giai tich. 
Ong Ay c6 thé da khong tin vao dinh ly cia chinh minh! Co lé ong Ay da khong biét 
dinh ly nay c6 nghia 1&4 gi—ngon negit cia “cdc dai lugng nhat thoi” (Newton) va 
“cdc dai luong vo cting bé” (Leibniz) 1a rat tha vi nhung cing rat dé lam nan long. 
Gidi han 14 gan nhung khong bao gid dat dudc. Cac dudng cong dudc tao thanh 
tit vo han cac canh phang. Rolle khéng chap nhan lap luan nay, va nghiém trong 
hon, 6ng d& khéng chap nhan cdc két luan cia Newton va Leibniz. Vién Han lam 
Khoa hod”| da phai ding ra dé ngung lai cdc tranh cai cua Ong (Ong Ay tranh cai 
vdi céc céc nha todn hoc thong thudng lic bay gid, chtt khong phai lA Newton va 
Leibniz). Cho nén 6ng ay da quay lai vdi ly thuyét sé, nhung trudng hgp dac biét 
cuia Ong khi truc tiép dan dén mot dinh ly lén. 


CHUNG MINH. (Dinh ly Gia tri Trung binh) Ching ta dang tim kiém mot diém ma 
tai do df/dx bang Af /Az. Y tudng la dua dé thi vé trudng hop dac biét ctia Rolle 
(khi Af bing khong). Trong Hinh|3.8.2b khoang cach F(z) gitta dudng cong va cat 
tuyén nét ditt dudc dua ra tit phép tri: 


Af 
(3.8.2) F(x) = f(x) — [fla) + 7 (@— a). 
Tai a va b, khoang cach nay la F(a) = F(b) = 0. Dinh ly ctia Rolle ap dung cho 
F(x). Cé mot diém trong ma tai dé F’(c) = 0. Tai diém do, lay dao ham cia 
phuong trinh (3.8.2): 0 = f’(c) — (Af/Az). Diém c dugc mong muén dude tim 
thay, dinh ly dudc chttng minh. 














41Néu f(x) khéng dat cuc dai M cia nd, khi dé 1/(M — f(x)) sé 1a lién tuc nhung cing tién tdi 
vo cing. Diéu thiét yéu: M6t ham lién tuc trén [a,b] khéng thé tién tdi vd cing. 
42Nd: Vién Han lam Khoa hoc Phap (tiéng Phap: Académie des sciences). 
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zk oe. GT 
hé 80 BOC Gp 
bang f(b) 
hé sé goc Sf 
Ax Af 
f(a) 
a c b 





HINH 3.8.2. Dinh ly ctia Rolle 1a khi f(a) = f(b) = 0 trong Dinh 
ly Gia tri Trung binh. 


Vi pu 3.8.1. Ham sé f(x) = Vx di ttt khong tai x = 0 dén mudi tai x = 100. 
Hé s6 g6c trung binh cia no 1a Af /Az = 10/100. Dao ham f’(x) = 1/2\/z ton tai 
trong khoang mé (0,100), mac di no bing né tai diém mit x = 0. Theo Dinh ly 
Gia tri Trung binh, phai co mot diém ma tai dé 10/100 = f’(c) = 1/2V/c. Diém do 
la c= 25. 

Su that lA khong ai quan tam dén gia tri chinh xdc cua c. Su t6n tai cia 
no méi 1A diéu dudgc quan tam. Luu ¥ c4ch n6 anh huGng dén x4p xi tuyén tinh 
f(x) = f(a) + f'(a)(a — a), xAp xi tuyén tinh 1A kién thie co ban cho chuong nay. 
Gan bang tré thanh ding bang (* trd thanh =) khi f’ dugc tinh tai c thay vi tai 
a: 


PHAT BI&U 3.8.3. Dao ham tai c dua ra m6t du dodn chinh xac cta f(x): 


(3.8.3) f(a) = f(a) + f'(o)(x — a). 
Dinh ly Gia tri Trung binh dugc viét lai 6 day dudi dang Af = f’(c)Aw. Bay gid 
ax<c<@. 


Vi DU 3.8.2. Ham sé f(x) = sinx bat dau tir f(0) = 0. Du doadn tuyén tinh 
(tiép tuyén) ding hé sé cos0 = 1. Dy dodn chinh xac ding hé s6 géc cosc, c chua 
biét nam gitta 0 va x: 

(3.8.4) (zap si) sing & x (chinh réc) sinx = (cosc)z. 


X4p xi lA httu ich, bdi vi moi thit déu dudc tinh tai c = a = 0. Cong thttc chinh 
xc lA kha tht vi, bdi vi cosc < 1 mét lan nita chitng minh rang sina < «. Hé sé 
goc lA nhé hon 1, nén dé thi sine nam phia dudi dudng thang 45°. 


Vi pu 3.8.3. Néu f'(c) = 0 tai tat cé cac diém trén mét khodng, khi 
dé f(x) la hang trén khodng do. 


CHUNG MINH. Khi f’ bang khéng khap ngi, Dinh ly Gia tri Trung binh dua ra 
Af = 0. Méi cap diém déu cé f(a) = f(b). D6 thi 1A mot dudng nam ngang. 
Trudng hdp tudng ching nhu don gian nay lai 1A mot diéu then chét dan dén Dinh 
ly Co sé cha Giai tich. 

Hau hét cdc Ap dung cia Af = f’(c)Aw khong phai 1A chi dé dua ra mdt con 
s6 cu thé nao ca. Chang dude ding dé xay dung nhting dinh ly khac (nhu dinh ly 
nay). Muc dich la két néi c4éc dao ham (mang tinh dia phuong) vi cdc sai phan 
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(mang tinh toan cuc). Nhung tmg dung tiép theo—Quy tac l’Hépital—ai tim 
cach khit dang vo dinh 0/0 dé dua ra mét con sé. 














QUY TAC CUA L’HOPITAL 


Khi ca f(x) va g(x) déu tién toi khéng, diéu gi sé xay ra vdi ty 86 f(x)/9(x) 
cua ching? 

PD) 8 Age eS a ee ee 

g(z) x 1 — cosa 0 
Vi 0/0 1a vo nghia, ching ta khong thé lam viéc m6t cAch riéng ré véi f(x) va 
g(x). Day 1A mdt “cude dua vé khéng,” trong d6 hai ham s6 tré nén nhé trong khi 
ty sO ctia ching c6 thé lén cing c6 thé nhé. Van dé 14 tim cho dude gidi han cua 
f(x)/g(2). 

Ching ta da nghién cttu m6t gidi han nhu vay. N6 chinh la dao ham! Af /Ax 

tu dong tao nén mét cudc dua vé khong, cudc dua nay cé gidi han 1a df /da: 





f(x) — f(a) +0 f(x) — f(a) 


(3.8.5) nhung lim = f(a). 


z—-a->0 ra 


Y tung cha l’Hopital lA ding f’/g’ dé xit ly f/g. Dao ham 1a truong hop dic biét 
g(x) = x —a véi g' = 1. Theo sau quy tac nay lA cdc vi du va cac chttng minh. 


PHAT BIBU 3.8.4 (Quy t&c cia l’Hopital). Gia sit f(x) va g(x) déu tién tdi 
khong khi x > a. Khi do f(x)/g(x) tién tdi cing mot gidi han vdi f(x) /g' (x), néu 
gidi han thit hai t6n tai: 

/ 
(3.8.6) me et 


iim — lim x Thong thuéng, gidi han nay 1a 
g(x) g(x) g 








Day khéng phai la quy tac thuong! Cac dao ham cia f(x) va g(x) dude lay mot 
cach riéng ré. Vé mat hinh hoc, quy tac cia l’H6pital néi rang khi cdc ham s6 di téi 
khong cac hé 36 goc cua ching kiém sodt dé lén ctia ching. Mot trudng hop dé thay 
la f = 6(@ — a) va g = 2(4 — a). Ty 86 f/g chinh x&c 1a 6/2 = 3, day cing chinh 
la ty s6 cla cdc hé sé géc cia ching. Hinh cho thay viéc ba dudng thang nay 
rét vé khong, bi kiém soat bdi 6 va 2. 

Hinh canh do cho thay ciing mot gidi han 6/2, khi cdc dudng cong tiép tuyért| 
véi v6i cdc dudng thang. Hinh anh nay 1a chia khoa mé ra quy tc cla l’Hopital. 

Mot cach téng quat, gidi han cia f/g c6 thé 1A mot sd hitu han L ho&c +00 
hoaic —oo. (Ngoai ra, diém gidi han x = a c6 thé biéu thi mot sd hitu han hoac +00 
hoac —oo. Nhung ching ta sé chi xét khi no 1A hitu han). Mot doi hdi tuyét déi 
phai c6 do la f(x) va g(x) phai tién téi khong mot cach riéng ré—chiing ta nhan 
manh vao dang 0/0. Néu khong, khong cé ly do gi dé phucong trinh phai 1a 
ding. Véi f(x) = a va g(x) = x —1, ding ding Quy t&c cia L’ Hopital: 

/ 
2), © my £02) 1 
g(t)  a-1 g(w) 1 
Cac ty s6 thong thudng tién tdi gid tri lim f(x) bi chia bdi lim g(x). Quy tac cha 
L’Hopital chi dudc ding déi véi trudng hdp 0/0. 





43Nd: Co thé hiéu ngudc lai la cc dudng thang tiép tuyén vdi cdc dudng cong. 
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f(x) = 6(a — a) 





g(x) = 2(a — a) 
































fi=6 
> @ > 2x 
/ 
Hine 3.8.3. (2) £ enon ia 2 = 3. @) FO tien tei 
g(x) g' (a) g(x) 
f(a) _ 
g(a) 
a 
Vi by 3.8.4 (mot bai toan cii). lim <8 ping lim a Gidi han nay 
cs xv 2 
bang khong. 
t 2 1 
Viswass, 2 = woh 8 ie 0 a eS =. 
g sin cos @ HE 
; f «e-sinz,, ' —1-—cosz . ee 
Vi DU 3.8.6. — = ——— kéo theo >=. Tai « = 0 ty s6 nay van 
g 1l-—cosz g sin & 
ce 
0 


Lor idl. Ap dung Quy tac cia L’Hépital cho f'/g'. No c6 cing gidi han 
A 
véi a 
Z 0 : 0 ts i 0 
Ee el eet a eg 
g O g’ 0 g(a) cose 1 








Ly luén dang sau Quy tac cia L’Hoépital do la céc phan thitc sau la 
nhu nhau: 
g(x) La La 





SY 
— 
8 
Ss 
SY 
— 
& 
| 
poe 
& 

od 


Dang thttc nay mdi chi mdi chi lién quan dén dai sé, chtt cha dinh dang gi dén 
gidi han ca. Cac thita sé x — a bi triét tiéu, va céc s6 f(a) va f(b) déu bang khong 
theo gia thiét. Bay gid lay gidi han cia (3.8.7) khi « tién tdi a. 

Diéu thudng xdy ra 1A ttt s6 cla (3.8.7) tién tdi f’(a). Mau s6 cia tién 
tdi g’(a). Ching ta hy vong ring g’(a) khac khong. Trong trudng hgp nay ching ta 
c6 thé chia gidi han cia ttt béi gidi han clia mau. Cach nay dua ra dap an “chuan” 


(3.8.8) tit, 2) Lee eta = Fa), 


ra g(x) g(a) 
Day cing 1a dap 4n ctia L’Hopital. Khi f’(x) — f’(a) va g'(x) > g'(a) mot cach 
riéng ré, gidi han toan thé cia ong Ay la f’(a)/g/(a). Ong ay da cong bé quy tac 
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nay trong gido trinh dau tién ting dudc viét vé phép tinh vi phan. (D6 1A vao nim 
1696—gidi han thyc ra da dugc kham pha ra bdéi nguéi thay cla Ong ay, Bernoulli). 
Ba tram nam sau ching ta 4p dung quy tic mang tén ctia Ong Ay cho nhiing trudng 
hdp dude cho phép khac trong (3.8.6), khi ma f’/9' c6 thé tién tdi mot gidi han 
ngay ca khi ttt s6 va mau s6 cia no khong tién téi bat ky gidi han nao ca. 

Dé chitng minh dang tong quat hon nay cia Quy tac L’Ho6pital, ching ta can 
mot Dinh ly Gia tri Trung binh tong quat hon. Toi xem thao luan dudi day 1A tiy 
chon trong mét khéa hoc vi tich phan (nhung lai 1a bat budc trong mét quyén sdch 
viét vé vi tich phan). Y tuéng quan trong da xudt hién dén trong phuong trinh 
(3.8.8). 

Gui cHU. Dang “v6 dinh” co ban la co — oo. Néu f(x) va g(x) tién tdi vo 
cing, bat ky chuyén gi ciing déu co thé xay ra déi véi f(x) — g(x). Ching ta co thé 
c6 2? — # hoadc x — x” hodc (4 + 2) — x. Cac gidi han cia ching 1A 00, —oo va 2. 

0 2 
Dang v6 dinh cé dé khé cao hon mét chit 1a — va = va 0- oo. Dé tim gidi han 
oe) 
trong nhting trudng hgp nay, hay tht ding Quy tac cia L’H6pital. Xem Bai todn 
3.8.24} khi f(ax)/g(x) tién tdi co/oo. Khi f(x) > 0 va g(x) — 00, hay 4p dung quy 
tac 0/0 cho f(x)/(1/g(2)). 

Dang v6 dinh c6 do khoé cao hon nita la 0° vA 1° va oo°. Nhiing dang nay 
dugc sinh ra ti gidi han cia f(x)9™. Néu f(x) tién tdi 0,1 hoc oo trong khi g(x) 
tién tdi 0,00 hoa&c 0, ching ta can thém thong tin. M6t vi du thuc su gay td mo 1A 
a/® vi du nay cho thay ca ba kha nang 0° va 1° va oo?. Ham sé nay thuc su la 
mot hang so! No bang e. 

Dé quay lai dang vo dinh cé do kh6é thap hon mot cap, hay lay céc logarithm. 

. 0 P 
Khi d6 g(a) In f(z) tré vé 0 va 0-00 va hay ap ding Quy tac cua L’Hopital. Nhung 
ching ta phai doi dén Chugng 6 dé tim hiéu vé cdc logarithm va e. 
DINH LY GIA TRI TRUNG BINH TONG QUAT 

MVT c6 thé duce mé rong cho hai ham sé. Su mé rong nay dude dua ra theo 
y tudng cia Cauchy, ngudi da lam sdng t6 toan bo y tudng vé cac gidi han. Ban sé 
nhan ra trudéng hop dac biét g = x 1a Dinh ly Gia tri Trung binh Thong thuséng. 

PHAT BIBU 3.8.5 (MVT tong quat). Néu f(a) va g(x) 1a lién tuc trén [a,b] va 
kha vi trén (a,b), c6 mot diém c € (a,b) trong dé 


(3.8.9) [F(b) — f(a)]9’(e) = [9(b) — 9(@)]F'(c). 
Chting minh cta dinh ly nay dudc dua ra bang cdch xay dung mét ham mdi ma cd 
F(a) = F(b): 

F(x) = [f(0) — fla)lg(@) — [9(®) — g(@)|f(@). 
Dinh ly Gia tri Trung binh thong thudng kéo theo F’(c) = 0—day chinh 1a phuong 
trinh (3.8.9). 


UNG DUNG 1. (Chitmg minh cia Quy tac cia L’Hopital) Quy t&c nay déi 
mat vdi f(a)/g(a) = 0/0. Viéce thay f(a) = g(a) = 0 vao phuong trinh (3.8.9) dé 
lai f(6)9'(c) = 9(6)f"(c). Vi vay 


(3.8.10) 
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khi b tién tdi a, c cing vay. Diém c bi kep gitta a va b. Gidi han phuong trinh 
(3.8.10) khi b > a vA c > a chinh la Quy tac cia L’Hopital. 

UNG DUNG 2. (Sai s6 trong x4p xi tuyén tinh) Muc da phat biéu rang 
khoang cach gitta mot dudng cong va tiép tuyén ctia n6é tang nhu (2 — a)*. Bay gid 
ching ta c6 thé ching minh dude diéu nay, va tim hiéu thém nhiéu diéu ntta. X4p 
xi tuyén tinh 1a 
(3.8.11) f(x) = f(a) + f’(a)(x@ — a) + sai 86 e(zr). 

MAu hinh nay cho thay mot sai s6 lién quan dén f” (a) va (a — a)?. Vi du co ban 
f = 2? cho thay can phai cé mot nhan tt 5 (dé triet tieu f” = 2). Sai sé trong 
zap «i tuyén tinh la 

1 
af (a —a)* v6ia<c<b 

Y TUONG CHU CHOT. So sanh sai sé e(x) v6i (a — a)”. CA hai déu bing khong 
taixz=a: 


(3.8.12) e(x) = 


e=f(x)—fla)—fia(e-a) e=fi(z)-fila) &=f"(z) 
g(x) = (x —a)? g = 2(z — a) gj’ =2 
Dinh ly Gia tri Trung binh Tong quat tim mot diém C nim gitla a va x ma tai 
dé e(x)/g(x) = e'(C)/g'(C). Day chinh 1A phuong trinh (3.8.10) dude viét lai bing 
cac chit cAi khéc ma thdi. Sau khi kiém tra e’(a) = g’(a) = 0, ap dung citing dinh 
ly cho e’(x) va g(x). Diéu nay tao ra mét diém c nam gitta a va C—diém nay chic 
chan nim giifa a va x—mai tai dé 
a) a ale) va vi vay —— 
g(C) g"(C) " g(t) g"(e) 


1 
Véi g = (x—a)? vag” =2 vae" = f”, phuong trinh bén phai la e(x) = af (O@- 





ele) _ eM) 








F j Ss 1 
a)*. Cong thite sai s6 da dude chitng minh. Mot xAp xi rat t6t IA af (@(x —a)’. 


1 1, -1 
f ‘ae = an « = 100: V102 +1 a es ee 
Vi DU 3.8.7. f(x) = Vz gan « = 100: V10 0+ (55) + 5 (G5a9? 


S6 hang sau cing du doén e = —.0005. Sai sé thuc sy 1a V102 — 10.1 = —.000496. 


BAI TAP 3.8 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng mot _f _ trén khoang m6 (a,b). Dinh ly 

cua Rolle la truéng hop dac biét cia dinh 

Dinh Ly Gia Tri Trung Binh san bang ly nay khi f(a) = f(b) = 0, va diém c théa 

su khac biét gitta hé so goc trung binh mang _. Chttng minh chon c lam diém 
Af/Az trén mot __a__ [a,b] vi hé sé goc ma tai dé f dat _h 


df /dx tai mot __b_ chua biét. Phat biéu 


cua dinh ly nay 1a __c_. N6 yéu cau f(z) Cac hé qua cla Dinh Ly Gia Tri Trung 


phai la ___d__ trén khodng _e [a,b], véi_ Binh bao gom: Néu f’(2) = 0 tai moi diém 
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trong mot khoang, khi dé f(z) =__i_. Du 

doan f(x) = f(a) + __j  (# — a) 1a chinh 

xac déi vdi c nao dé na&m gitta a va x. Du 

doan bac hai f(a) = f(a) + f'(a)(a — a) + 
k_(# — a)? la chinh xdc déi véi mot c 

khac. Sai sé trong f(a) + f’(a)(x—a) 1a nhd 

hon gM (x —a)* trong dé M 1a cuc dai cha 
l 


Mot hé qua chinh ctia Dinh ly Gia tri 
Trung Binh chinh 1A Quy tc cia l’H6pital, 
quy t&c nay Ap dung dugc khi f(x) va g(x) 
> _m_ khi«— a. Trong trudéng hop dé 
gidi han ctia f(x)/g(x) bang gidi han cia 

n_, véi diéu kiéu gidi han nay tén tai. 
Thong thudng gidi han nay 1a f’(a)/g'(a). 
Néu phan thitc nay ciing 14 0/0, chting ta 
tiép tuc dén véi gidi han cla __o 





Tim t&t cA cac diém c thoA man 0 < 


e<2ma f(2)— f(0) = f'(c\(2—0). 


3.8.1. f(x) =2° 

3.8.2. f(x) =sinrax 
3.8.3. f(x) = tan 27a 
3.8.4. f(2)=1+a2+2 
3.8.5. f(x) = (#—1)"° 


3.8.6. f(a) = (#—1)° 


Trong cac bai tap ching 
t6 rang khong cé diém c nao cho ching 
ta f(1) — f(-1) = f'()(2). Giai thich 
tai sao Dinh Ly Gia Tri Trung Binh 
khGng 4p dung dudc. 


3.8.7. f(z) =|e— 5 

3.8.8. f(x) = ham buéc nhay don vi 
3.8.9. f(x) = |a|*/? 

3.8.10. f(x) = 1/2? 


3.8.11. Ching té ring sec” x va tan” x 
cé cing dao ham, va rit ra nhan dinh vé 
2 2 
f(x) = sec” x — tan* x. 
3.8.12. Ching td ring csc? x va cot? x 
cO cing dao ham va tim f(x) = csc? # — 
cot? x. 


Tim cac gidi han trong |3.8.13}3.8.22 
bang Quy tac cia l’Hopital. 
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2 
$6438. in 
233 4-3 
2 
3.8.14. lim ~— _ 
273 ot 3 
2 
soe jay ore) ot 
xz—-0 bi 
aie ee 
x20 x 
3.8.17. lim “—™ 
zor SIND 
467% tin 
x1 sin x 
shih tae ed 
x20 46 
sg 6) jin el = Laine 
x20 2 
eat. tay ene 
xz—-0 ge 
jco0. ina 
x0 x 
3.8.23. Déi voi f = 2? 4 vag = x42, 


ty 86 f’/g’ tién tdi 4 khi x > 2. Héi gidi han 
ctia f(x)/g(x)? Co diéu gi sai trong Quy tac 
cua l’H6pital? 

3.8.24. Quy tac cia l’Hopital van 
diing déi voi f(x)/g(x) + co/oo: L la 








i! ©). 
f'(z) 
khi do L bang lim[f’(x)/g'(a)] néu gidi han 
nay ton tai. Ching ta da ding Quy tac cia 
V Hopital déi vai 0/0 6 dau? Nhitng quy tac 
gidi han khac nao da duoc dting? 





3.8.25. Tinh lim Lt {/#) 
0 1 (1/2) 
2 
3.8.26. Tinh lim ~~ 
wL—-+0o Hi 
3.8.27. Tinh lim ~~°°** bing cam 
zoo XY + SIND 





quan thong thudng. Chiing td rang Quy tac 
cua l’H6pital khong dua ra dude két qua. 
3.8.28. Tinh 


a “CSE: - 2-8, ‘ 
lim bang cam 


zoo COULLX 


quan thong thudng hodc bang manh khée. 
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3.8.29. Dinh Ly Gia Tri Trung Binh 
dugc 4p dung cho f(x) = 2® dam bao ring 
so c nao do gitta 1 vA 4 cé mét tinh chat 
nhat dinh. Cho biét tinh chat nay 1a gi va 
tim c. 

. af a ee 

3.8.30. Néu lan! < 1 tai tat ca cdc 
diém, chttng minh diéu sau: 

Ife) — FQ) < |e — y| Abi voi moi a vay. 

3.8.31. Sai s6 trong phuong phap cia 
Newton dudc binh phuong lén tai tting 
buée: |an4i — 2*| < Man — a*|?. Ching 
minh bat dau tw 0 = f(a") = f(an) + 

* n 1 * ‘ 
f' (an)(a* — 2”) + sf (Ole = ta)’. Chia, 
bédi f' (an), nhan dién rn+41, va udc liong 
M. 

3.8.32 (Dinh ly cia Rolle dao). Gia str 
f'(c) = 0. Liéu cé nhat thiét phai cd hai 
diém a va b quanh c ma f(a) = f(b) hay 
khéng? 

3.8.33. Gia stt f(0) = 0. Néu f(x)/x 
c6 mét gidi han khi x > 0, gidi han d6 dudc 
biét dén nhiéu hon dudi dang . Quy 
t&c cia Hopital thay vao dé nhin vao gidi 
han cua : 

Két luadn tiv Hopital: Gidi han cua 
f(x), néu no tén tai, bing vdi f’(0). Do dé 
f' (a) khong thé c6 mot “ b6é dugc.” 

3.8.34. Co kha nang f’(x)/g'(#) khong 
c6 gidi han nhung f(x)/g(x) > L. Day 1a ly 
do tai sao l’H6pital thém vao mot tit “néu.” 

(a) Tim L khi « > 0 trong trudng hop 
f(x) = x” cos Z va g(x) = x. Nhé rang cac 

x 


cosine c6 gid tri nhé hon ho&c bang 1. 
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(b) Ti cong thitc f'(x) = eee + 

x 
22 cos _ ching té rang f’/g' khong cé gidi 
han khi « — 0. 

3.8.35. Sach gidi tich cia Steinf{4] 
yéu cau tim gidi han cia ty sé cta 
f(x) = dién tich tam gidc ABC va g(x) = 
dién tich nan quat ABC. (a) Du doan gidi 
han ctia f/g khi goc x tién tdi khong. (b) 
Giai thich ly do tai sao f(x) la 5 (sin - 
sin cos x) va g(x) la se —sinxcos 2). (c) 


Tinh gidi han that su ctia f(x)/g(a). 





B 


3.8.36. Néu ban lai xe 3000 dim tit 
New York dén L.A. trong 100 gid (cho phép 
diing lai dé ngii va an, va cho phép di ngudc 
trd lai 6 m6t sd doén) tai khoanh kh&c nao 
do téc d6 cua ban lA 


3.8.37. Khi x — oo, Quy t&c cia 
Hopital van 4p dung dugc. Gidi han cia 
f(c)/o(e) bing gidi han cia f’(«)/9'(c), 
néu gidi han do tén tai. Hdi gidi han 1a gi 
khi hai dé thi trong Hinh B tré nén song 
song véi nhau. 


cap diém b > a. 


44Nd: Giai tich va Hinh hoc Giai tich (tiéng Anh: Calculus and Analytic Geometry) dudc 


viét béi Sherman K. Stein. 


CHudNG 4 
Dao ham theo Quy tac Xich 


4.1. Quy tac Xich 


Ban nhé rang dao ham ctia f(a)g(x) khong phai 1a (df /dx)(dg/dx). Dao ham 
cia sina lan 2” khong phai 1A cosx lan 2a. Quy tac tich da dua ra hai s6 hang, 
chit khong phai JA mét s6 hang. Nhung con c6 mot cdch khac dé két hop ham sé 
f(x) =sinz va ham s6 g(x) = 2? thanh mot ham don. Dao ham ctia ham mdi nay 
cting c6 lién quan dén cos x lan 2x (nhung véi mot chtt thay doi). Trudc tién ching 
ta sé ly gidi vé ham sé mdi nay, va sau d6é tim “quy tac xich” déi véi dao ham cia 
no. 

Toi phai noi ngay day rang quy tac xich 1A rat quan trong! That dé dé hoc no 
va ban sé ding no thudng xuyén. Toi nhan thay no 1A cach co ban tht ba dé tim 
cdc dao ham ctia cdc ham s6 mdi ti cac dao ham ctia ham s6 ci d& ducc biét dén. 
(C4c ham s6 ci da dugce biét 1A x”, sin, cosa. Sau nay 1A e” va log). Khi f va g 
dude cong hoc nhan vdi nhau, cdc dao ham dugc sinh ra tit quy téc cong va quy 
tic nhan. Muc nay két hgp f va g theo cach thit ba. 

Ham s6 méi dude gidi thiéu 6 muc nay la sin(x*)—sine ctia x”. N6 
dugc tao ra tit hai ham s6 géc: néu x = 3 khi dé x? = 9 va sin? x = sin9. Co mot 
“sich” gdm cdc ham sé. Két hop sine va a” thanh ham hgp sin(«”). Ching ta bat 
dau véi x, sau dé tim g(x), sau dé tim f[g(x)]: 


Ham binh phuong dua ra y = 2”. Day 1a g(a). 


Ham sine sinh ra z = siny = sin(«”). Day 1A f(g(2)). 


“Ham bén trong” g(x) dua ra y. Day la déu vao cho “ham bén ngoai” f(y). 
Day dudc duce goi lA phép hop. No bat dau véi x va két thic véi z. Ham hop doi 
khi dude viét 1A f og (dau trdén cho thay su khac biét so véi véi mot tich thong 
thudng fg). Thudng xuyén hon ban sé thay né dugc viét la f[g(x)Ju: 


(4.1.1) 2(a) = fog(a) = flg()). 


Cac vi du khac 1A cos 2” va (2x), véi g(x) = 2a. Trén mot may tinh cam tay ban 


6 6699, 


nhap dau vaio x, sau dé nhan phim “g”, sau dé nhan phim 


Tw x tinh y = g(x) Tu y tinh z= f(y). 


Khong c6 bat ky phim mdi nao déi vdi phép hgp cing nhu loai ham sé mdi nay! 
Nhung ntit d6éi v6i ham binh phuong va ham sine déu c6 trong hat_hét cdc dong 
may tinh cam tay, va ching sé dudc ding theo thé tu dé. Hinh cho thay 
binh phuong sé kéo gién va lam nén dé thi cia ham sine nhu thé nao. 
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2 


y = sin(x?) y = (sina) 





sin( vi) 


Hinu 4.1.1. f(g(x)) 1A khac véi g(f(x)). Ap dung g sau dé la 
f,hoac f va sau do la g. 


Dé thi cia sin(«#”) 1A mot tin hiéu FM dién ré (Tan s6 dugc Bién diéu). Song 
di lén va xuéng nhu sin, nhutng khong c&t truc hoanh tai cing mét ndi. Viéc thay 
déi thanh sin g(z) lam cho dinh di chuyén vé phia bén trai va phai. Khac vdi mot 
tich g(a) sin x, dé thi cia ham s6 nay 14 mét tin hiéu AM (Bién do dugc Bién diéu). 


GHI CHU. f(g(x)) thudng khadc véi g(f(x)). Traét tu ctia f va g thudng la 
quan trong. Déi véi f(x) = sinax va g(x) = x”, xich trong thit tu ngudc lai g(f(x)) 
dua ra mét vai diém khac biét: 


Truéc tién 4p dung ham sine: y = sin x 
Sau d6 4p dung ham binh phuong: z = (sina)?. 


Ham sé dugc sinh ra thuéng dugc viét la sin? x dé tiét kiém cdc dfu ngoic. Nguoi 
ta khong bao gid viét 1A sinx?, day 1A mét ham sé hoan toan khadc. Hay so sénh 
ching trong Hinh 


Vi pu 4.1.1. Ham hop fog c6 thé gay nham lin. Néu g(x) = x? va f(y) = y4, 
flg(z)]u khaéc biét so véi tich thong thudng f(x)g(a) nhu thé nao? Tich thong 
thudng 1a x’. Xich bat dau véi y = x, va sau dé z = y* = x”. Phép hop ctia 2° 
va y* dua ra z= f[g(x)] =2”. 

Vi DU 4.1.2. Trong phuong phap cia Newton, F(a) duoc hop véi chinh no. 
Day 1a phép lap. Moi dau ra x, déu dude gan tré lai dudi dang dau vao, dé tim 


1 11 
Uniti = F(ay). Vi du F(x) = ~24 +4 c6 F(F(x)) = =(~2 + 4) +4. Phép hop nay 
- 2 oo 


1 
sinh ra z = qe t6. 


1 1 diy 2, - ah 

Dao ham cta F(a) la 5" Dao ham cta z = F(F(a)) la 2 chinh 1a 5 lan 5" 

Ching ta nhén cac dao ham. Day 1a mot trudng hgp dic biét cia quy tac xich. 

Mot trudng hop cuc ky d&c biét ntta la f(x) = x va g(x) = x. Tich thong 

thudng 1A a”. Xich f(g(x)) sinh ra chi x! Dau ra tit “ham dong nhat” la g(x) = a 

Khi ham déng nhat thit hai tac dong lén x no van sinh ra lai x. Dao ham 1A 1 lan 
1. Hay dé toi dua ra nhiéu him hop trong bang sau: 


IMot may tinh cim tay khong co phim cho ham ding nhat. Néu cé, nut d6 cing chang c6 tac 
dung gi. 
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y=g9(r) z=fly) z= flg(z)] 
ol VV VJ x2 —1 








cos & y? (cos a)? 
oe Qu 2 
x+5 y—9d x 


Cong 5 vao x nam 6 6 cudi cing dé thu dugc y. Sau do trit 5 dé thu duce z. 
Vi vay z =a. O day dau ra bang dau vao: f(g(x)) = 2 . Nhiing “ham nguoc” nay 
dudc dé cap dén trong Muc[4.3] Cac vi du khac tao ra cdc ham mdi z(a) va ching 
ta muén biét cdc dao ham cia chting. 


DAO HAM CUA f(g(z)) 


Dao ham ctia z = sina? lA gi? No la gidi han cha Az/Az. Vi vay ching ta 
nhin vao mét diém gan dé « + Ax. S6 gia dé trong x sinh ra mét s6 gia trong 
y = x*—ma chuyén tdi y + Ay = (2 + Ax)?. Ti sé gia nay trong y, c6 mot sé gia 
trong z = f(y). No lA mot “hiéu tng domino,” trong d6 véi ting sé gia trong dau 
vao kéo theo m6t s6 gia trong dau ra: Ax sinh ra Ay sinh ra Az. Ching ta phai 
két nédi Az sau citing voi Ax ban dau. 

Mau chét la viét Az/Ax dudi dang Az/Ay lan Ay/Az. Sau d6 cho Ax 
tién téi khong. Trong gidi han, dz/dzx dugc cho béi “quy tac xich”: 


Az AzAy 3 dz dzdy 

2 — = —— tré thanh tac zich — = ——. 

(2) hee Ay Ao ro thanh quy tac xic de a de 
Khi Az tién téi khong, ty s6 Az/Az tién tdi dy/dx. Vi vay Ay phai tién tdi khong, 
va Az/Ay tién tdi dz/dy. Gidi han cia mot tich 1 tich cla cdc gidi han riéng biét 
(da dugc két luan bang m6t ching minh nhanh). Ching ta nhan céc dao ham: 


PHAT BIBU 4.1.1 (Quy tac Xich). Gia sit g(x) cé mét dao ham tai x va f(y) 
cé mét dao ham tai y = g(x). Khi dé dao ham cua z = f(g(a)) la 


(4.1.2) “ = eae = f'[g(x)]9'(2). 


Hé s6 géc tai x 1a df /dy (tai y) lan dg/dax (tai 2). 


CHU Y. Quy tac xich khong noi rang dao ham cia sin x? 1A (cos z)(2x). Ding, 
cosy 1a dao ham cua siny. Van dé 1a 1a cosy phai duoc tinh tai y (khong phai tai 
x). Ching ta khong muén df /dzx tai x, ching ta mudn df /dy tai y = x”. 


(4.1.3) Dao ham ctia sin x? la (cosa) lan (22). 


Vi pu 4.1.3. Néu z = (sin)? khi dé dz/dx = 2sinacosx. O day y = sing lA 
ham bén trong. 
Theo thit tu nay, z = y* kéo theo dz/dy = 2y. N6 khéng kéo theo 2x. Ham bén 
trong sinz sinh ra dy/dx = cosx. Dap An la 2ycos x. Ching ta van chua tim dude 
ham so ma co dao ham 1A 22% cos x. 
dz dzdy 


Vi bu 4.1.4. Dao ham cla z = sin3a2 la — = —— = 3cos3z2. 
dx dydz 
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Az Ay .. dz dzdy 


Z Az 
HINH 4.1.2. tic xich: — = —"— tién t6i — = 2. 
Na a Ke ae ae ay ae 


Ham bén ngoai la z = siny. Ham bén trong la y = 3a. Khi d6 dz/dy = 
cos y—day 1a cos3z, chit khong phai 1A cosa. Ditng quén thita s6 dy/dxz = 3 con 
lai. 

Toi c6 thé dua ra mot Idi gidi thich truc quan déi vdi thita s6 3 dé, diac biét 
lA néu x dude thay doi thanh t. Ham quang dudng lA z = sin 3t. No dao dong nhu 
sint trit viéc nhanh hon gap ba lan. Chu ky cua ham sin 3t 1A 27/3 (thay vi 27). 
Mét cach tu nhién van téc chtta thém thita sé 3 tit quy tac xich. 

Vi DU 4.1.5. Cho z = f(y) = y”. Tim dao ham cta f[g(x)] = [g(x)]”. 

Trong trudng hgp nay, dz/dx lA ny"~'. Quy tdc xich nhan béi dy/dz: 
dz dg 


(1) amy tay Hig(ey" = niger 


Day la quy tac lug thiva! Ching ta da tim hiéu no trong Muc [2.5] Cac cain bac 
hai (khi n = 1/2) dude ding kha thudng xuyén va quan trong. Gia sti y = 2? — 1: 


(4.1.5) i Ve = 5 (0 ee 


2 —1 





CAu HOI. Mét chiéc xe mang thuong hiéu Buick ding 1/20 gallon rang trén 
méi dim. Ban Idi xe tai toc dé 60 dam trén moi gid?. Hoi xe tiéu thu bao nhiéu 
gallon xang trén moi gid? 


CAU TRA LOI. (Gallon/gid) = (Gallon/da&m)(daém/gid). Quy tac xich 1a 
(dy/dt) = (dy/dx)(da/dt). Dap an 1a (1/20)(60) = 3 gallon/gis. 
Quy TAc XicH. Thao luan trén da chinh xAc dua trén: 


Az AzAy . dz_ dzdy 


4.1. = e 
etn Ac AyAx de dy da 





Chinh 6 day, théng qua quy tic xich, Leibniz d& chién thang “tran chién vé ky 
hiéu.” Cac ky hiéu ctia 6ng da ndi cho ching ta biét minh phai lam gi mét cdch hét 
sttc cu thé: Lay gidi han cia ting ham sé. (Toi phai dé cp rang rang khi Av tién 
tdi, vé mat ly thuyét Az co thé cham dén khong. Néu diéu nay do xay ra, Az/Ay 
tré thanh 0/0. Chting ta phai gén cho n6 ¥ nghia ding din ma no dang nhan dugc, 
d6 chinh la dz/dy.) Khi Ax > 0, 
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Khi Az/Az tién tdi f’(y) lan g/(x), day chinh 1a quy tac xich (dz/dy)(dy/dz). 
Trong bang dudi day, dao ham cia (sin)? 1A 3(sinx)? cosa. Thita s6 cos x do rat 
dé bi b6 quén. Tham chi —1 trong vi du sau cting con dé bi bé quén hon: 


A . 
z= (2° +1) * = 5(x3 +1)4 lan 3a? 
Ax 
A 2 
z = (sinz)? x = 3sin? x lan cosx 
A . 
z=(1-2/) B= Soa) lan — 1 
Ax 














DINH NGHiA. Trudc sau gi chit cdi nao réi cing déu dude ding trong quy tac 
xich. Ching ta dat tén dau ra la z. Rat thudng xuyén n6 ciing duce goi la y, va 
ham bén trong dugc goi 1a u. 


Dao ham cta y = sinu(x) la dy = sea 
dx dx 


Cac vi du véi du/dz la cuc ky phd bién. Toi phai yéu cau ban ding cam thay bat 
ngd néu c6 nhitng chit cAi mdi xuat hién thay vi u va x. Déu khong bao gid thay 
déi 1A ¥ tudng chinh— dao ham ctia ham bén ngodi lan dao ham ctia ham bén trong. 

Vi pu 4.1.6. Ching ta hau nhu khong can dén quy tac xich déi véi viéc tinh dao 
ham cua sin(«—1). Noi mot cAch chat ché, ham bén trong la u = x—1. Khi dé du/dx 
chi lA 1 (chit khong phai lA —1). Néu y = sin(x — 1) khi do dy/dx = cos(x — 1). 
D6 thi duce tinh tién va hé s6 géc citing thay déi theo. 

Dac biét cha y: Ham cosine dugc tinh tai x — 1 va khong phai tai diém chua 
dudc tinh tién x. 


NHAN DIEN f(y) VA g(z) 


Mot phan lén cia quy t&c xich c6 lién quan dén viéc nhén dién rich. Hay bat 
dau véi (x? + 1)°. Ban nhin vao n6é mot lic. Sau dé ban xem né nhu 1a u°?. Ham 
bén trong la u = «? + 1. Bang cAch thuc hanh phép phan tich nay (day 1a phép 
ngudge véi phép hgp) ching ta dé dang nhan thay: 


cos(2” + 1) 1A cosu Vi+sint la Vu xsing la ... (quy tac tich!) 
Trong cac tinh todn, cAch can than nhat 1A viét ra tat ca cAc ham: 

z= cosu u=2¢+1 dz/dz = (—sinu)(2) = —2sin(2x + 1). 
Cach nhanh chong 1a gitt trong tam tri cua ban cau “dao ham ctia ham bén trong"”. 
Hé s6 goéc cia cos(2x + 1) lA —sin(2x + 1), lan —2 tu quy tac rich. Dao ham cia 
2x + 1 dudc nhé dén—mai khong c6 sy hién dién ctia z hay u hay f hay g. 


Vi bu 4.1.7. sinV1 — @ 1A mot xich cha z = siny, y= /u,u = 1-2 (ba ham). 
V6di xich gdm ba ham do, ban sé nim dude quy tac xich: 
1 


Dao ha la sinVvl—<a la sV1 1). 
ao ham cta sin V1 — = 1a (cos ¥ se ) 


Day 1a (dz/dy)(dy/du)(du/dx). Hay danh gia ching 6 ding noi y, u, x. 





216 


4. DAO HAM THEO QUY TAC XiCH 


Cuéi cing 1A cau hoi lién quan dén cdc dao ham cap hai. Quy tac xich cho 
dz/dx dudi dang mot tich, nén d?z/dx? can dén quy tac tich: 


ie = ae dy kéo theo 


dz 





4.1. —_— = 
ae) dx dydz 


dx? dy dx? 


at * de ae) ap 


u! 


dx” 
yl 


S6 hang sau cing citing can dén quy tac xich mot lan nita. No tré thanh d?z/dy? 


lan (dy/dz)?- 


Vi pu 4.1.8. Dao ham cia sinz? 1A 2xcosx7. Sau dé quy t&c xich dua ra 
d?z/dx? = 2cosx? — 4x” sinz?. Trong trudng hop nay y” = 2 va (y’)? = 42”. 


BAI TAP 4.1 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 


z = f(g(x)) dén tit z = f(y) vay = 
a. Tai x = 2, xich (x?—1)* bang __b 
Ham bén trong cta no la y = _c_, ham 
bén ngoai cua no la z = _d_. Khi do 
dz/dx bang _e_. Thita sé thi nhat dudc 
dénh gid tai y = _f  (kh6dng phai tai 
y = x). Déi véi z = sin(x* — 1), dao ham 1A 

g. 
Xich ba z = cos(# + 1)? c6 mot phép 
tinh tién va mot _h _ va mot cosine. Khi 
d6 dz/de =_i_ 





Chitng minh cia quy tac xich bat dau 
véi Az/Az = (_j_)(_k _) va két thiic voi 
__1_. Hay thay déi cac chit c4i, y = cos u(x) 
c6 dy/dx = __m__. Quy t&c lity thita déi véi 
y = [u(x)]” 1a quy tac xich dy/dz = __n 
Hé sé géc cia 5g(x) 1d __o _ va hé s6 géc 
cua g(5z) la _p_. Khi f = cosine va 
g = sine vax = 0, cdc s6 f(g(x)) va g(f(2x)) 
va f(x)g(a) la__q_. 


Trong 4.1.10} nhan dién f(y) 


va g(x). Tw cAc dao ham ctia chin tim 
dz 





a 
4.1.1. z= (x? —3)% 
4.1.2. z= (a* — 3)? 
4.1.3. z= cos(z°) 
4.1.4. z= tan2x 
4.1.5. 2=<Vsing 


4.1.6. z=sin /x 


4.1.7. z=tan(1/xr)+1/tane 
4.1.8. z =sin(cos x) 
4.1.9. z=cos(z” +a4+1) 
4.1.10. z= Va? 


Trong |4.1.114.1.16} viét ra dz/dx. 
Ding viét ra f va g. 


4.1.11. z=sin(17z) 
4.1.12. z= tan(x + 1) 
4.1.13. z= cos(cos x) 
4.1.14. z= (a)3/? 


4.1.15. 2=2? sing 
4.1.16. z= (9x +4)?” 


Cac bai toan 4.1.22] lién 
quan dén ba ham sé z(y), y(u), va u(x). 
Tim dz/dz tt (dz/dy)(dy/du)(du/dz). 


4.1.17. z=sinvxrx4+1 
4.1.18. z=vVsinx+1 





4.1.19. 2=V7l+sinz 
4.1.20. z= sin(/z +1) 
4.1.21. z=sin(1/sin x) 
4.1.22. z= (sinx”)? 


Trong /4.1.2314.1.26) tim dz/dx 


bang quy tac xich va cing bang cach 
viét lai z. 
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4.1.23. z2 = 4.1.25. 2 = 
((x?)) (a+ i)" + sin(ax + 7) 

4.1.24. z2 = 4.1.26. z2 = 
(32)? vV1— cos? 2 


4.1.27. Néu f(x) =2? +1, f(f(x 
gi? Néu U(z) 14 ham bac thang don vi 
0 tdi 1 tai « = 0) vé do thi ca sinU(x) va 





U(sinz). Néu R(x) 1a ham déc s(t + |z), 
vé dé thi cia R(x) va R(sinz). 
4.1.28 (Dudc khuyén nghi). Néu 


g(z) = 2°, tim f(y) sao cho f(g(x)) = 
ax +1. Sau dé tim h(y) sao cho h(g(a)) = x. 
Sau d6 tim k(y) sao cho k(g(x)) = 1. 


4.1.29. Néu f(y) = y — 2, tim g(z) 
sao cho f(g(x)) = x. Sau dé tim h(x) sao 
cho f(h(a)) = a7. Sau d6 tim k(a) sao cho 
f(k(a)) = 1. 

4.1.30. Tim hai cap f(y), 
nhau sao cho f(g(x)) = V1 — 2?. 

4.1.31. Dao ham ctia f(f(a)) 1a 

. N6 c6 phai 1a (df/dx)? hay 
khong? Kiém tra cong thttc cia ban trén 
f(x) = 1/e. 

4.1.32. Néu f(3) = 3, g(3) = 5, 
f'(3) = 2, va g/(3) = 4, tim dao ham tai 
x = 3 néu cé thé déi véi 


g(x) khac 


(a) f(x)g(x) (c) 9(f(x)) 
(b) f(g) (a) f(F(@)) 


4.1.33. Déi véi F(x) = 52 + 8, chi ra 
cach phép lap dua ra F(F(a)) = i + 12. 
Tim F(F(F(2x)))—con duge goi la F® (x). 
Dao ham ciia F“) (x) 1A 


4.1.34. Trong Bai toan}4.1.33} gidi han 
cia F(x) la mot hing s6 C = : 
Bat dau tai bat ky dau (tht x = 0) cdc phép 


lap tn41 = F (an) hoi tu tdi C. 
4.1.35. Gia st g(a) = 3a +41 wa 
1 ae 
F(y) = 3(y—1). Khi dé f(g(x)) = ___ 
va g(f(y)) = . Ching 1a cdc ham 
nguoc. 


4.1.36. Gia stt g(a) 1a lién tuc tai x = 4 
véi g(4) = 7. Gia st f(y) 1a lién tuc tai 
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y =7 voi f(7) = 9. Khi do f(g(x)) lién tuc 
tai c = 4 va f(g(4)) =9. 


CHUNG MINH. V6i € dudc cho truGéc. 
Béi vi 1a lién tuc, c6 m6t 6 sao cho 
|f(g(x)) —9| < € bat ky khi nao |g(a)—7| < 
6. Khi dé bdi vi lién tuc, c6 mot 
6 sao cho |g(x) — 7| < 6 bat ky khi nao 
|jc—4| < 0. Két luan: Néu |a—4| < 0 khi do 

. Diéu nay cho thay rang f(g(z)) 


tién tdi f(g(4)). 





0 


4.1.37. Chi cé sdu ham sé c6 thé dude 
xay dung bdi phép hop (theo bat ky thi tu 
nao) cia g(x) = 1—-2 va f(x) = 1/2. Bat 
dau vdi g va f, tim bén ham s6 con lai. 


4.1.38. Néu g(x) = 1— 2 khi do 
glg(e)) = 1- (1-2) =a. Nén g(a) =1/c 
khi d6 g(g(x)) = 1/(1/x) = x. Vé cdc dé thi 
cua cc ham g do va giai thich tit cAc dé thi 
tai sao g(g(x)) = a. Tim hai ham g nita véi 
tinh chat dic biét nay. 


4.1.39. Xay dung cdc ham sé sao cho 
f(g(x)) luon bang khong, nhung f(y) khong 
luon bang khong. 


4.1.40. Dung hay sai 
pt) Net FO) = Fa) 86 #8) = 
(b) Dao ham cia ham déng nhat 1a 0. 
(c) Dao ham ctia f(1/x) la ey (x))?. 
(d) Dao ham cia f(1+<2) la f’(1+2). 

(e) Dao ham cap hai cia f(g(x)) 1a 
f"(g(x))g" (x). 


4.1.41. Trén cing mot dé thi vé 
parabola y = x vA duéng cong z = siny 
(git y huéng lén, vé6i x vA z nim ngang). 
Bat dau tai z = 3 tim dudng dén z = sin 9. 

4.1.42. Trén cing mot dé thi vé y = 
sing va z = y” (y huéng lén). B&t dau tai 
«= 7/4, tim z = (sinz)? trén dé thi? 

4.1.43. Tim dao ham cp hai cia 

(a) sin(x? + 1) 
(b) Vx? —1 
(c) cos fx 
4.1.44. Giai thich tai sao 


g(a) = dz dy tron huon 
da \ dy dy?) \ dx eee 


trinh Kiém tra diéu nay khi z = y’, 
y=a. 
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Bai thuc hanh cuéi cig vdi quy 
tc xich vA cAc quy tac khac (va cdc 
cht cdi khac!). Tim dao ham theo x 


hoac theo ¢ cia z hoac cua y. 


4. DAO HAM THEO QUY TAC XiCH 


4.1.57. (a) Mot quyén sdch cd 400 tit 
trén méi trang. Co 9 trang trén mdi muc. 
Vay cé tt trén mdi muc. 

(b) Ban doc dugc 200 ti trén méi phtt. 


Vay ban doc dugc trang trén méi 


4.1.45. z= t ge F 
ae a ) 5 phit. Hoi ban mat bao nhiéu phit dé doc 
4.1.47. y =sin u(t) cos u(t) 
4.1.58. (a) Ban di bo trong mét con 
4.1.48. y= u(t) tau tai t6c do 3 dam trén méi gid? Tau di 


chuyén véi téc do 50 dim trén méi gid? Téc 


4.1.49. y = 2?u(x) 
dé so v6i mat dat cia ban 1A dim 








pp 2 

4.1.50. y= fle") + (F(@) trén méi gid? 

4.1.51. z=Vl—u,u=V1-2 (b) Ban di b6 trong mét con tau tai téc 

4.1.52. 2 =1/u"(t) do 3 dam trén méi gid. Con tau dudc chiéu 
‘ trén TV (1 dam tau chay duoc = 20 inch 

4.1.53. z= f(u),u=v',v=vt trén man hinh TV). Téc do cia ban doc 

4.1.54. y=u,u=2,2=1/t theo theo man hinh 1a inch trén 

Z di gid? 
4.1.55. Néu f =2* vag=2° khido ™® 


f' = 42° vag’ = 32”. Quy t&c xich nhan céc 
dao ham lai véi nhau dé nhan dudc 122°. 
Nhung f(g(x)) = 2’? va dao ham cia n6 
khong phai 1a 122°. L6 hong 6 dau? 


4.1.59. Coke cé gid 1/3 dollar trén mdi 
chai. Ngudi mua nhan dudc chai 
trén mdi dollar. Néu dy/dz = 1/3 khi do 
dz /dy = 
4.1.56. Dao ham cua y = sin(sinz) la 


dy/dz = 4.1.60 (May vi tinh). Vé dé thi F(x) = 
cos(cos x) sinz va G(x) = sin(sinaw)—khong c6é qua 
sin(cos x) cos x nhiéu su khac biét. Lam tuong tu déi vdi 
cos(sin x) cos x F'(a) va G'(a). Sau do vé dé thi F(x) va 
cos(cos x) cos x G(x) dé xem su khac biét xut hién 6 dau. 


4.2. Phép lay Vi phan An va cac Ty sé Lién quan 


Ching ta bit dau vdi phuong trinh zy = 2 va y° + y = 3. Khi « thay ddi, nhig 
y nay cing sé thay déi theo—dé giit (x,y) van nam trén dudng cong. Chiing ta 
muon biét dy/dx tai mét diém dién hinh. Déi voi xy = 2, khong cé van dé gi, 
nhung hé s6 géc cia y? + zy = 3 ddi hdi mot ¥ tudéng mii. 

Trong trudng hgp thit nhat, giai déi v6i y = 2/x va lay dao ham cia né: dy/dx = 
—2/x*. Dudng cong nay 1a mOt hyperbola. Tai « = 2 hé sé géc la —2/4 = —1/2. 

Van dé véi y® + zy = 3 do 1A khong thé gidi déi voi y. Galois da chttng minh 
rang khong thé c6 mot cong thitc nghiém déi vdi cdc phudng trinh bac nim|?}| Ham 
86 y(x) kh6éng thé dude cho mét cach tudng minh. Tat ca nhitng gi ching ta 
cé 1A mét su xdc dinh Gn cha y, dudi dang 1A mot nghiém cho y° + xy = 3. Diém 
x = 2,y = 1 thod man phuong trinh va nim trén dudng cong, nhung lam thé nao 
dé tim dy/dzx ? 

Muc nay tra 1di cau hdi dé. D6 1a mot tinh huéng thudng xay ra. Cac phuong 
trinh nhu siny +sina = 1 ho&c ysiny = x (tham chi c6 thé 1A siny = x) 1A kho 


2Diéu nay da dudc viét ra trudc khi éng di dén cudc du sting tay déi néi tiéng cla di minh va 
bé mang tai dé. Cac phuong trinh bac bén c6é céng thitc nghiém, nhung thuc té khéng bao gid 
dude ding dén. 
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hoaic khong thé dudc gidi mot cach truc tiép ddi voi y. Tuy nhién ching ta co thé 
tim dy/dx tai bat ky diém nao?. 

Léi thot chinh la phép lay vi phan an. Lam viéc véi phuong trinh 6 dang 
no dugc cho. Tim céc dao ham theo x ctia méi 86 hang trong y° + xy = 3. 
Bao gom ca s6 hang hang 3, ma c6 dao ham bang khong. 


Vi Du 4.2.1. Ding quy tac luy thita déi vdi y° va quy tic tich déi véi xy dé 
thu dude 


dy | dy 

4.2.1 4 +r +y=0. 

( ) 5y de age 0 

Bay gid thé diém cu thé x = 2 va y = 1, va gidi déi vdi dy/dz: 
dy dy dy 1 

4.2.2 o— +2—+1=0s SS, 

( ) dx = dx 7 sist asic dx 7 


Day 1a phép lay vi phan an (ID }}| va ban thay dugc ¥ tudng: Bé vao luén dy/dx 
tit quy tac xich, ngay cA khi y khéng dugc biét mot c4ch tugng minh duéi dang 1a 
mot ham sé zx. 


d 
Vi by 4.2.2. siny + sinz = 1 kéo theo us +cosz =0. 
XL 


d d 
Vi DU 4.2.3. ysiny = x kéo theo ycos v + siny =, 
xv xv 


Viéc biét dudc hé sé géc sé gittp viéc vé dudng cong dé dang hon. Ching ta 
van can dén cdc diém (a, y) ma thoa man phudng trinh. Doi khi ching ta c6 thé 
giai déi vdi x. Viéc chia y® + ry = 3 béi y dua ra x = 3/y — y*. Bay gid dao ham 
(dao ham theo a!) 1a 


d 
y dx 
Mot lan ntta dy/da = —1/7. Tat ca cdc vi du nay déu xAc nhan muc dich chinh cia 
muc nay: 


PHAT BIEU (Phép lay vi phan an). Mot phuong trinh F(z, y) = 0 c6 thé dude 
lay vi phan m6t cach truc tiép theo quy tac xich, khong can giai déi vdi y theo zx. 


Vi du xy = 2, dude thu hién theo cach an, dua ra xdy/dx + y = 0. Hé sé g6c 
dy/dx = —y/x. Diéu nay pha hp véi hé sé géc tuéng minh —2/z”. 

ID dugc giai thich tét hon bang cdc vi du chit khong phai bing ly thuyét sung 
(co thé thit gi cing vay). Ly thuyét can thiét 6 day co thé dude rat ngin thanh 
mot ¥ tudng: “Hay tién lén va lay vi phan di.” 

Vi pu 4.2.4. Tim huéng tiép tuyén (hé sé g6c cha tiép tuyén) cho dudng tron 
x? + y? = 25. 
Ching ta c6 thé giai déi véi y = +25 — x?, hoac thao tac truc tiép trén 2? +y? = 
25: 





dy dy x 
4.2.4 Qa + 2y— =0 hay = = —_- 
( ) . Vie Oaey dx y 


3Nd: Phép lay vi phan An (tiéng Anh: Implicit Differentiation, viét tat: ID). 
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So sdnh véi dudng thang chita ban kinh, ma c6 hé sé géc y/x. Ban kinh di ngang 
x va di thang lén y. Tiép tuyén di ngang —y va lén x. Cac hé sé géc nay nhan véi 
nhau cho (—2/y)(y/x) = —1. 
Dé nhan manh vi phan an, ching ta hay dén véi dao ham cap hai. Dinh cha 
dudng trdn lom xuéng, nén d?y/dx? la am. Ding quy tic thuong déi véi —2/y: 
dy ac  @y yt® — 2 Gu yte +y? 
(4.2.5) = = tee = a 


da y ee de y 
CAC TY SO CO LIEN QUAN VGI NHAU 





C6 mot nhém cac bai todn ma chua bao gid tim dudc mét ché ditng hoan 
hao trong b6 mon giai tich. Nhung ching lai tim dudc ché dttng kha pht hop 6 
day—dudi dang cdc ting dung cla quy tac xich. Bai todn dudc dat ra 1a di tinh 
df /dt, nhung diéu ky la la chting ta duoc cho mot dao ham dg/dt khac. Dé tim 
df /dt ching ta can mot hé thitc gitta f va g. 

Quy t&c xich 1a df/dt = (df /dg)(dg/dt). O day bién sé 1a t béi vi chit cdi nay 
dude ding kha pho bién trong cac ting dung co lién quan. Ti téc do thay ddi cia 
g ching ta tim téc dé thay déi cia f. Day 1A bai todn vé cdc ty 86 cé lién quan 
vi nhau, va cdc vi du sau day sé lam sdng td diéu nay. 


Vi DU 4.2.5. Ban kinh cla mot dung tron cé téc d6 tang trudng dr/dt = 7. 
Chu vi tang nhanh nhu thé nao? Nh6 rang C = 2rr (hé thitc nay lién hé C vdi r). 

LOI GIAI. dC da 

r 
a ee (27)(7) = 147. 
Biéu thtic nay kha la co ban, nhung nhitng ham y cua no that tuyét vdi. Gia su ban 
muon dat m6t soi day quanh trai dat sao cho bat ky ngudi nao cao 7 feet déu cé 
thé di bo phia dudi sdi day nay. Néu khoang cach 1A 24.000 dim, héi soi day phai 
dai thém bao nhiéu? Dap an: chi 147 feet. 

Mot bai todn thuc té hon, néu hai dung chay trén m6ét dudng dua hinh tron 
cdch nhau 5 feet, diém xuat phat cia duéng ngoai vuct lén dudng dua phia trong 
bao xa? Chi 10 feet. Néu t6c dé cia ban 6 dudng chay phia trong 14 55 va téc do 
ctia mot _chiéc xe khac 6 dudng chay phia ngoai lA 56, ngudi thang 1A ai? Xem Bai 
toan [4.2.14] 

Cac vi du[4.2.6]4.2.8]duge trich tit Ky thi Xép loai Nang cad/]nam 1988 (ban 
quyén 1989 béi Hoi déng Daénh gid Nhap hoc vao Dai hod’). Nhiing cau héi ctia ho 
déu duoc chuan bi mot cach cén than. 


Vi DU 4.2.6. Cac canh cua hinh chit nhat tang theo cach sao cho dz/dt = 1 va 
dx/dt = 3 dy/dt. Tai thai diém khi x = 4 va y = 3, gid tri cua dx/dt lA gi? 


LOI GIAr. Hé thitc mau chét 1a 2? + y? = 2”. Lay dao ham cia no (phép lay vi 
phan an): 
dx dy dz dx dy 
=2 ra 8— + 6— = 1 
ig en ee 
Ching ta da ding tat cA thong tin, bao g6m z = 5, ngoai triv dx/dt = 3dy/dt. S6 
hang 6dy/dt bang 2dx/dt, nén ching ta c6 10 dx/dt = 10. Dap An: dx/dt = 1. 





4Nd: Ky thi Xép loai Nang cao (tiéng Anh: Advanced Placement Exams). 
5Nd: Hoi déng Danh gia Nhap hoc vao Dai hoc (tiéng Anh: College Entrance Examination Board). 
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AY 
7 


#, 


re 





Hino 4.2.1. Hinh vuong déi vi Vi du bong hinh déi vdi 
Vi du 4.2.7} bong bay déi véi Vi du 


Vi DU 4.2.7. Mét ngudi cao 2 meter truc tiép di bo khdi mot cay dén dudng 
cao 8 meter. Néu bong hinh ctia ngudi dé dai ra tai t6c do 4/9 meter trén méi giay, 
hdi téc dé ngudi dé di bé tinh theo meter trén méi giay? 


Lor GidAr. Vé mét cai hinh di! Ban phai thiét lap mt hé thitc lién hé chiéu dai 
cua bong hinh s voi khoang cach x tdi dén dung. Bai todn dua ra ds/dt = 4/9 va 
yéu cau tim dx/dt: 

7 cas x s . dx 6ds 4 4 
Theo cdc tam giéc dong dang 67a" Bon = ( Ng) as 

Luu Y. Bai todn nay kha la kho. Toi da vé ba cai hinh trudéc khi lién hé duoc 

x va s. Diéu tha vi la ching ta khong bao gid biét duoc x hay s hay goc gitta ching. 





Vi DU 4.2.8. Mot ngudi ding tai diém A dang quan sat qua bong bay B dang 
bay lén tit diém C (Hinh da dugc cho). Qua bong dang bay lén tai mot téc do 
khong ddi 1A 3 meter trén méi gidy (diéu nay nghia la dy/dt = 3) va ngudi quan 
sat cach diém C 100 meter? 

(a) Tim téc do thay déi trong z tai thdi diém khi y = 50. (Ho mudén dz/dt.) 
dy 
dt 


dz 2-50-3 375 
= \/502 + 100? = 50/5 > — = = 
= dt 2-50/5 5 


(b) Tim t&c do thay ddi trong dién tich cia tam gidc vuong BCA khi y = 50. 


2 =y* +100? 2a = 2y 


























1 dA dy 
An 2G Po ae Shi 1, 
5 (100)(y) = = 50 = 50-3 = 150 
(b) Tim tac do thay ddi trong @ khi y = 50. (Ho can d0/dt.) 
100 2 
50 = cos § = — = = — 
: B0VS V5 
i“ ,,d0 ld dd 72.23 38 
ame 00 Ge ~ 100 dt. dt (=) 100 105 


Trong tat cA cdc bai todn trén trudc tién toi viét ra mot hé thitc tiv hinh vé. Sau 
do tdi lay dao ham no. Sau d6 toi thé thong tin da dudc biét vao. (Phép thé phai 
dude thuc hién sau khi lay dao ham ctta tan@ = y/100. Néu ching ta thé y = 50 
qua s6m, dao ham ctia 50/100 khoéng c6 ich gi.) 
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“Cac ting vién tham du Ky thi Xép loai Nang cao dudc khuyén nén thé hién 
cdc budc giadi dé gidm thiéu rii ro khong nhan dugc bat ky diém nao do khong rut 
ra dugc dap An dung sau cing.” 50% gidi dugc Vi du|4.2.6| va 21% gidi duge Vi 
dy [4.2.7] Tir 12,000 ting vien, diém trung binh cia Vi 
phan hoi ty do) 1A 6.1 trén thang diém 9. 


(ttt khao sat ¥ kién 


Vi Du 4.2.9. A la mot ngon hai dang va BC 1a dudng bd bién (hinh minh hoa 
tudng tu nhu trong Vi du 4.2.8). Ngon dén tai A co chu ky mot giay (d0/dt = 
27 radians/giay). Hoi diém tiép nhan B di chuyén doc theo bé bién nhanh nhu thé 
nao? 


LO GIAI. Hinh cho thayy = 100tan@. Téc do dy/dt 1a 100sec? d0/dt. Day 1a 
2007 sec? @, nén B ting nhanh khi sec @ tang. 


NGHICH LY. Khi 6 tién tdi 90°, sec @ tién tdi v6 cing. Vi vay dy/dt citing thé. 
B di chuyén nhanh hon ngon dén! Diéu nay mau thuan véi thuyét tuong déi 
ctia Einstein. Nghich ly nay dugc gidi quyét (day 14 toi hy vong nhu vay) trong Bai 
toan 18. 

Néu ban di b6 quanh mét ngon dén tai A, bong hinh cia ban tai B dudng nhu 
di nhanh hon ngon dén. Cing bai todn. Téc do nay la khong thé—thtt gi do da bi 
bo quén. 

NGHICH LY NHO HON (khong pha hiy thuyét tuong déi). Hinh cho thay y = 
zsin@. RO rang dy/dt = (dz/dt)sin0. Diéu nay hodn toadn sai. Khong chi diéu 
nay 1A sai, ma diéu ngugc lai 1A ding: dz/dt = (dy/dt) sin 6. Néu ban co thé giai 
thich diéu nay (Bai todn 15), khi dé ID va cac ty 1é c6 lién quan véi nhau khong 
co gi kinh khing ca. 


BAI TAP 4.2 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng df /dt = _1_. Néu cac canh cia mot hinh 
lap phuong ting véi téc do ds/dt = 2, 
Déi voi 2° + y® = 2 dao ham dy/dz khi do thé tich cia no tang vdi téc do 
duge suy ra tit dao ham _a_. Ching ta dV/dt = _m_. Dé tim mot sé (8 1A sai), 
khong phai giai déi véi__b__. Lay dao ham an cing can biét __n 
theo tig s6 hang thu dudc dao ham 1A 
327+ _c¢ =O. Viée gidi ra déi voi dy/dx Sv dung phép l4y dao ham 4n, tim 


dua ra _d_. Tai = y = 1 hé 86 géc_ dy/dx trong|/4.2.1}/4.2.10 
nay la _e_. Phuong trinh tiép tuyén 1a ae 
aime. 4.2.1. y +x =1 


Z 42.2. x?yty?r=1 
Mot vi du thi hai la y* = x. Dao ham : 
theo x cua phuong trinh nay la ___g__. Do 4.2.3. (c—y) =4 
dé dy/dx = __h_. Thay y béi Vz, day 1A : 
; 4.2.4. =3t =4 
dy/dx = _i as 
Trong cdc ty s6 cé lién quan véi nhau, 4.2.5. x = F(y) 
ching ta dude cho dg/dt va ching ta muén _ 
df /dt. Chang ta can mét hé thite gitta f 4.2.6. f(a) + Fly) = ay 
va _j_. Néu f = g’, khi do (df/dt) = 4.2.7. ay = yx 


k__(dg/dt). Néu f? + g? = 1, khi do 
4.2.8. x=siny 


4.2. PHEP LAY VI PHAN AN VA CAC TY SO LIEN QUAN 


4.2.9. «=tany 
4.2.10. y° =a tair=1 


4.2.11. Chiing té rang cdc hyperbola 
xy = C vuong goc vdi cdc hyperbola ao 
y” = D. (Vuong géc nghia 1a tich cAc hé sé 
goc bang —1.) 


4.2.12. Ching td rang cdc dudng tron 
(x — 2)? + y? =2 va a? + (y— 2)? = 2 tiép 
xtic véi nhau tai diém (1, 1). 


4.2.13. Chiéc xe cla ban va mot chiéc 
xe khac dang chay trén hai dudng chay trén 
mot dudng dua hinh tron cach nhau 5 me- 
ter. Tai téc d6 25 meter/giay, liéu chiéc xe 
cia ban cua nhanh hon hay cham hon chiéc 
xe dang chay trén dudng dua phia bén ngoai 
tai tc d6 26 meter/giay? Ban kinh cia ban 
la (a) 50 meter (b) 100 meter. 


4.2.14. Phuong trinh la 2a + 
2y dy/dx = 0 (trén mot dudng tron). Tim 
d’y/dx? trong phuong trinh mot 
cach truc tiép bang ID. 


Cac bai todn |4.2.1574.2.18] giai 


quyét nghich ly vé anh sang trong Vi 
dy [4.2.9] 


4.2.15 (Nghich ly nhé trudc). Tam gidc 
vuong c6 2” = y? +1007. Lay dao ham theo 
t dé chiing t6 rang z’ = 7’ sin@. 


4.2.16 (Nghich ly con nhé hon nia). 
Khi B di chuyén lén trén dudng thang, tai 
sao dy/dt lén hon dz/dt? Chac chan z lén 
hon y. Nhung khi @ tang, ching tré thanh 


4.2.17 ((Nhanh hon 4nh sang). Dao 
ham cia y = 100tan@ trong Vi du 
la y’ = 100 sec? 06’ = 2007 sec” 0. Do dé y 
vuot qua c (t6éc do nh sng) khi sec? @ vuot 
qua . Mét téc do nhu vay 14 khong 
thé tén tai—chting ta quén mat rang anh 
séng can théi gian dé dén dugc B. 





B @ tang thém 27 trong 1 giay 


o] y(t) 12 thd gian dén cia anh séng 
A =) 


9 khac 2nt 
100 
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4.2.18 (Giai thich bing ID). Anh sang 
di ttt A dén B trong thdi gian z/c, quang 
dudng trén téc do. Thoi diém dén cia no 1a 
t =0/2n+2z/cnén 0'/2n = 1—2'/c. Khi dé 
z' =y'sin@ vay’ = 100sec” 00’ (tat cA biéu 
thttc nay déu 1a ID) suy ra 

y’ = 2007¢/(ccos? 6 + 2007 sin @) 


Khi @ tién tdi 7/2, téc do nay tién téi 


Luu ¥. y’ van vudt qua c déi vdi géc 
am nao do. Hay dé d6 cho Einstein giai 
thich. Xem Tap chi Todn Cao ding) nam 
1985 trang 186, va Tap chi Khoa hoc Mg|'| 
nam 1960, “Nhiing tht di nhanh hon anh 
sing.’ [| 

4.2.19. Néu mét may bay bay theo 
dudng cong y = f(x), va téc do déi véi mat 
dat cia no 1a dx/dt = 500 mph, may bay 
bay lén nhanh nhu thé nao? May bay bay 
nhanh nhu thé nao? 


4.2.20. Tai sao chting ta khong thé lay 
vi phan x = 7 va suy ral = 0? 


Cac bai todn [4.2.2144.2.29| la 
nhiting vi du ctia cac hé thiic co lién 
quan vGi nhau. 


4.2.21 (Bai todn Giai tich Cé dién). 
Chan cia mé6t cai thang dai 10 feet dang 
truct ra xa khdi bite tudng tai téc do 
dz/dt = 2 feet trén méi giaéy. Dinh thang 
tut xu6ng dat nhanh nhu thé nao? nao? Vé 
tam gidc vudng dé tim dy/dt khi do cao y 
la (a) 6 feet (b) 5 feet (c) khong. 


4.2.22. Dinh cua mét cay thang dai 
10 feet trong bai todn trén cé thé di chuyén 
nhanh hon anh sang. Hoi d6 cao y ma tai 
dé dy/dt = —c? 


4.2.23. Luong nudc ngot trong mdt 
lon Coke xuéng nhanh nhu thé nao néu ban 
uéng mét inch khéi trén méi giay? Lon la 
mot hinh tru c6 ban kinh 2 inches—truéc 
tién hay viét ra cong thitc tinh thé tich. 


4.2.24. Mot may bay phan luc bay tai 
dé cao cach mat dat 8 dim va tai té6c do 560 
dam trén méi gid? No tién tdi ban nhanh 


®Nd: Tap chi To4n Cao dang (tiéng Anh: College Math Journal). 

"Nd: Tap chi Khoa hoc M¥ (tiéng Anh: Scientific American) 

8Nd: Bai bdo “Nhitng thit di nhanh hon anh sng” (tiéng Anh: Things that go faster than 
light) dugc xuat ban trén Tap 203, S6 1, thang 7 nim 1960 cia Tap chi Khoa hoc M¥. 
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nhu thé nao khi (a) n6 cdch ban 16 dam; 
(b) bong cua né cdch ban 8 dam (mat tréi 
ngay trén dinh dau); (c) may bay cAch ban 
ding 8 dim (ngay phia trén ban)? 


4.2.25. Bat dau tit mot tam giaéc vudng 
3-4-5, céc canh vudng tang vdi téc do 2 me- 
ter trén méi giay nhung géc giita ching gidm 
v6i t6c dé 1 radian trén méi giay. Dién tich 
tang hay gidm nhanh nhu thé nao? 


4.2.26. Mot cau thi 6 vi tri bat bong 
trong mon bong bau duc M¥ dang diing tai 
z= 4, y = 8t. Qua bong dugc ném lic t = 3 
tai « = c(t — 3), y = 10c(t — 3). 

(a) Chon c dé cau thi 6 vi tri bat bong 
bat dude qua bong 

*(b) Tai thai diém do khodng cach D 
gitta qua bong va ngudi cau thi do thay déi 
vdi téc d6 nado? 





4.2.27. Mot tén trom cach ban 10 me- 
ter theo dudng chim bay (dting phia truéc 
ban 8 meter va cach nhau m6ét con dudng 
rong 6 meter). Tén trém chay doc theo 1é 
bén kia tai t6c do 7 meter/giay, ban chay 
tai t6c dé 9 meter/giay. Héi téc do thay déi 
trong khoang cach gitta ban va tén trém néu 
(a) ban di doc theo phia 1é dudng cia minh 
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vé phia tén trom; (c) ban di doc theo phia 
1é dudng ctia minh dé bé chay? 


4.2.28. Mot hat mua hinh cau béc hoi 
tai t6c d6 bang hai lan dién tich bé mat cia 
no. Tim dr/dt. 


4.2.29. Bat dau tt P = V =5 va duy 
tri PV = T, tim dV/dt nét dP/dt = 2 va 
dT /dt = 3. 


4.2.30. (a) Truc khuy)] AB quay hai 
vong trén méi giay nén d6/dt = : 

(b) Lay vi phan dinh ham dinh ly co- 
sine 6” = 37 + a” — 2(3acos@) dé tim dugc 
téc dé piston dx/dt khié =7/2 vad =T. 


4.2.31. Mot camera tai C’ cé thé thay 
déi géc quay dé bam theo mot tén lita tai 
Re 

(a) Tim hé thtic gitta dz/dt va dy/dt 
khi y = 10. 

(b) Tim hé thtic gitta d0/dt va dy/dt 
dua trén y = 10 tan 0. 

(c) Tim hé thie gitta d’0/dt? va 
d’y/dt? va dy/dt. 








piston 


10 


dé bam theo tén trom; (b) ban chay thang 


4.3. Ham ngudc va Dao ham ctia N6 


C6 mot trudng hgp dic biét dang liu ¥ vé quy t&c xich. N6 xuat hién khi f(y) 
va g(x) la cic “ham nguoc.” Y tudng d6 dugc thé hién bing mot phuong trinh 
rat ngan va c6 anh huéng rat lén: f[g(x)] = x. Sau day 1a 1di giai thich cho nhan 
dinh nay. 

Ham nguoc: Bat dau vdi bat ky dau vao nao, chang han x = 5. Tinh y = g(z2), 
chang han y = 3. Sau do tinh f(y), va dap dn phdi la 5. Mot ham s6 sé thy hién 
m6t sé thao tac theo mét tht ty nao dé, ham ngudc cua no sé dao ngudc qua trinh 
do. Néu g(5) = 3, khi dé f(3) =5. Ham nguoc f nhaén dau ra y lam dau vao 
dé thu duoc dau vao x. 


Vi pu 4.3.1. g(x) = 2-2 va f(y) = y +2 1A cdc ham nguge cla nhau. Bat 
dau véi « = 5, ham g trtt 2. Thu dudc y = 3. Sau do ham f cong 2. Thu lai dugc 
x = 5. Noi mét cach truc tiép: Ham nguoc cia y= 2-2 lax=y+2. 


5 9 2 
Vi DU 4.3.2. y= 9 — 32) av = fly) = AC + 32) la cdc ham ngugc (de 
chuyén déi gitta cdc don vi cla nhiét do). O day x la do Fahrenheit va y la d6 


°Nd: Truc khuyu la mot truc quay ndi vdi cdc piston béi cdc thanh truyén nhim chuyén 
déi chuyén dong tinh tién ctia cdc piston thanh chuyén déng quay. 


4.3. HAM NGUGC VA DAO HAM CUA NO 225 
Cencius. Tt = 32 (nhiét do dong bing trong thang Fahrenheit) ban thu dudc 
y = 0 (nhiét do dong bang thang Cencius). Ham ngu¢c cia no nhan y = 0 dé dua 
ra a = 32. Hinh cho thay khi x = 50°F khdp véi y = 10°C. 


. 5 R 9 
Luu ¥ rang g(t — 32) triv 32 dau tién. Ham nguoc BY + 32 cong 32 sau cing. 


5 9 .. 
Tuong tu g nhan boi 9 sau cung trong khi f nhan boi 5 dau tién. 


mién xdc dinh cia f = ving gia tri cla g 
y20 


x>0 
ving gid tri cua f = mién xac dinh cia g 





Hinu 4.3.1. °F thanh °C thanh °F. Luon la g~!(g(x)) = a va 
g(g~*(y)) =y. Néu f = g7* khi do g = f7'. 


Ham nguoc duoc viét la f = g va duoc phat am la “g 

ngugc.” N6 khéng phdi la 1/g(x). 
Néu nhu cau y 1a mot ham s6 cia gid ban z, khi d6 gid ban 1A mét ham sé cia nhu 
cau. Cac ham nay la cdc ham ngudc cia nhau. Cac dao ham ctia_ching tuaén 
theo mét quy tac co sd: dy/dx lan dx/dy bang 1. Trong Vi du [4.3.2] dy/dx la 
5/9 va dx/dy la 9/5. 

C6 mot diém quan trong khac. Viéc bat dau véi f va suy ra g, hay bat dau 
theo thi tu nguoc lai la khong quan trong. Néu f cong 2, sau dé g phai triv 2. Xich 
olf(y)] = (y+2)-2=y. Néu f la ham ngugc ctia g, khi dé g cting la ham 
nguoc cta f. Hé thitc 1A hoan toan déi xttng, va dinh nghia ciing vay: 


Ham nguoc: Néu y = g(x) khi dé x = g~*(y). Néu x = g7'(y) 
khi dé y = g(a). 


Vong trong Hinh di ttt x tdi y tré lai x. Ham hop g7'[g(x)| 1a “ham déng 
nhat.” Thay vi dua ra mét diém z mdi, ham nay dua ra lai diém x ban dau. Diéu 
nay lAm cho quy t&c xich tré nén dac biét dé hon—suy ra(dy/dx)(dx/dy) = 1. 


Vi Du 4.3.3. y= g(x) = Vx vax = f(y) =y? la cdc ham ngugc cia nhai. 
Bat dau ti « = 9 ching ta thu dudc y = 3. Ham nguoc cha no dua ra 3? = 9. 
Binh phuong ctia Vz la f(g(x)) = x. Theo chiéu ngugc lai, cin bac hai cia y? 1a 
IF (y)) = Y- 


CHU Y. Vi du dé khong cho phép x 4m. Mién xac dinh cla g—tap hdp gém cdc 
s6 c6 cin bac hai—duvdc han ché véi x > 0. Tap hdp nay khép véi ving gia tri cla 
g_'. Cac dau ra y? lA khong am. V6i mién rac dinh ctia g = ving gid tri cta f, 
phuong trinh « = (\/x)*c6 thé ton tai va 1A ding. Cac sé khong am x 1a cdc dau 
vao ctia g va la cdc dau ra cia g?. 
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x m/2 Ly m /2 XQ 7 


Hino 4.3.2. Ham ngudc tén tai (mot x déi vdi ttimg y). Khong 
cé ham ngugc (hai x d6i vdi mot y). 


Trong vi du nay y citing 1A khong am. Ban co thé nghi rang ching ta co thé lay 
binh phuong bat ky thit gi, nhung y phai dugc tra lai dudi dang 1A cin bac hai ca 
y*. Vi vay y > 0. 

Tom tat: Mién adc dinh cia m6t ham s6 khép voi ving gid tri cia 
ham nguoc ctia n6. Cac dau vao cho g~! 1a céc dau ra tit g. Cac dau vao cho g 
la cdc dau ra tit gt. 


Néu g(x) = y khi dé viéc gidi phuong trinh déi vdi x dua 


ra 2 = 9-*(y): 

va + 4 1 a s 7al 
Néu y = 32 — 6 khi d6 x = 3 + 8) (day la g” “(y)) 
Néuy=22 +1 khi do «= V/y-1 (day la g~*(y)) 


Trong thu té do la cach dé tinh g~!: Gidi g(x) = y. Day 1A ly do tai sao cdc ham 
ngugc la quan trong. M6i lan ching ta gidi mot phugng trinh ching ta dang tinh 
mot gid tri cla g™!. 

Khong phai moi phuong trinh déu cé mét nghiém. Khong phdi moi ham sé 
déu cé ham nguoc. Déi véi ting y, phudng trinh g(x) = y chi dude cho phép 
sinh ra mét 2. Nghiém dé lA « = g~'(y). Néu cé mot nghiém thit hai, khi do g7! 
sé khong con 1A mot ham s6—béi vi mot ham s6 khong thé sinh ra hai x tit cing 
mot y. 


Vi pu 4.3.4. Phuong trinh sinx = — cé nhiéu hon mét nghiém. Co rat nhiéu 


Nl re 


goc co cung sine. Trén khoang 0 < x < a7, y = sinw khéng c6 ham ngugc. Hinh 
cho thay céch hai x cho cing mot y. 
iS Tv Bh, Be Ded ae 7 

Viéc ngan khong cho x vu¢t qua 3 cho phép sine c6 mét ham ngusgc, ching ta 
viét 2 = sin7! y. 

Ham g khong cé ham nguoc néu c6 hai diém a1 va x dua ra g(x1) = g(#2). 
Néu c6, ham ngucc ctta né khi nhan vao y sé phai xuat ra x, va xg. Chi c6 mot x 
déi véi ting y. 

Dé la kha nghich trén mét khodng, g phdi tang dan hodc 
gidm dan. 
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‘ 1 
HINH 4.3.3. Cac do thi cua céc ham ngugc cla nhau: 2 = 3Y la 


anh trong guong cla y = 32. 


DAO HAM CUA g°! 
Da dén lic danh cho b6 mon giai tich. Hay tha thit cho t6i vi chi dua ra dudc 
vi du khiém tén sau. 


. 


Vi DU 4.3.5 (Phép nhan thong thudng). Ham ngugc cia y = g(x) = 3a la 
1 
x= f(y) = 3y- 
Vi du nay 1A mét minh chitng dic biét r6 rang vé quy tic d6i véi dao ham cua cAc 
Z 1 

ham ngug¢c cua nhau: Cdéc hé s6 géc dy/dx = 3 va dx/dy = 3 nhén voi nhau 
dua ra 1. Quy tac nay ding déi véi tat ca cAc ham ngudc cla nhau, ngay ca khi 
cAc hé sé g6éc cua ching khong 1A cdc hang sé. N6 1A mot ttng dung quan trong cia 
quy tac xich cho dao ham f(g(x)) = z. 

PHAT BIBU 4.3.1 ( Dao ham ctia ham ngugc). Tw f(g(x)) = x quy tac xich 
dua ra _f’(g(x))g!"(x) = 1. Viét y = g(x) va x = f(y), quy t&c nay dé nhin hon: 
dx dy _ dx —s 


dy dx os dy dy/dx 


Hé s6 géc cia x = g~'(y) lan hé s6 géc cia y = g(x) bing mot. 


(4.3.1) 





Day 1a quy tAc xich véi m6t tinh chat dic biét. Vi f(g(a)) = x, nén dao ham citia 
ca hai vé déu la 1. Néu ching ta da biét g’ ching ta bay gid sé biét f’. Quy tac do 
sé duoc kiém chitng trong mét vi du quen thudc. Trong muc tiép theo nd kéo theo 
céc dao ham hoan toan mdi. 


Vi pu 4.3.6. Ham ngugc cha y = 2? lA ¢ = yi!. Ching ta c6 thé tim dx/dy 
theo hai cach: 
I ods dt 1 1 1 
= ti€p: = a = ‘ 
a yee dy dy/dx 322 3y?/3 
Phuong trinh (dx/dy)(dy/dx) = 1 khong phai 1a tich thong thuong giita hai phan 
thitc nghich dao ctia nhau trong dai s6, nhung no cing ding. Phuong trinh nay 1a 
(Aa /Ay)(Ay/Az) = 1 va ching ta cho Az > 0. 


Trude khi dén véi cc ha s6 mdi, toi mudn vé mot sé do thi. Hinh biéu 
dién y = /z va y = 3x. Diéu dac biét do la do thi cia ham nay la anh trong guong 
ctia ham con lai. Ham nguoc cha y = Vax lA x = y?. Cap « = 4, y = 2 déu nim 





dx 
truc tiép: — = 
dy 
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trén ca hai dé thi nay. Do 1a toan bo y tudng vé cdc ham ngudc cua nhau—néu 
2 = g(4) khi do 4 = g7'(2). Luu ¥ rang cdc d6 thi nay tang dan. 
Van dé duy nhat 1A, néu vé dé thi cia y = g(x) va « = g‘(y) trén cimg mot 


hé toa do, hé s6 gdc cha « = g~'(y) sé 1A 3. Dé thay déi hé s6 goc tit 3 thanh a 


ban phai xoay hinh vé. Sau khi xoay hinh vé, mét van dé khac xuat hién—cac truc 
toa do khong chi vé phia bén phai va lén trén. Dé giai quyét van dé nay, ban phai 
nhin vao guong! (Khi nhin vao guong cdc chit céi cing bi dao ngug¢c tt trudc ra 
sau, nhung ngudi vé hinh minh hoa lai ttt chéi viét nhitng chit cdi nay 6 dang bi 
dao ngudc. Neudi dé nghi rang diéu nay 1A khong tudng nhung su that ding 1A nhu 
vay.) Vita dé dam bao ching ta khong phai quay quyén sach, vita dé nhiing chi chit 
céi nay khong bi dao ngugc, ching ta can dén mot ¥ tudng tét hon dé biéu dién dé 
thi cha « = g *(y). 


D6 thi cla x = 34 dugc sinh ra ttt phép lay d6éi xting cia dé thi y = 3x 


qua duédng thang 45°. Truc y tré thanh truc hoanh va truc x tré thanh truc 
tung. Diém (2,6) trén duéng thang y = 3x tré thanh diém (6,2) trén dudng thang 


x = ~y. Doi mat cua ching ta thay mét anh déi ximg qua duéng thang 45° (Hinh 


4.3.3¢). Todn hoc lai chi thay dudc hai d6 thi nay c6 cting cdc cap x va y. Cac tinh 
chat dic biét ctia g va g~! cho phép ching ta biét vé hai ham s6 nay—va vé hai 
dé thi cia ching—ciing mot ie ™ D6 thi cia x = g'(y) la anh trong guong 
cta do thi y = g(2). 


HAM MU VA HAM LOGARITHM 


Toi muén thém hai vi du nita vé c4c ham ngudc cia nhau, bdi vi ching rat 
quan trong. Ca hai vi du nay déu lién quan dén ma va logarithm. Mot ham 1a lity 
thita cia 2 dudc tao thanh tit cdc doan thang; ham sé phéng theo ham 2* nay da 
xuat hién trong Chung [1] Ham con lai la ham 2* theo ding nghia cia n6, ham 
nay chua dugc dinh nghia—va sé khong dugc dinh nghia 6 day. Cac ham sé b” va 
log, x la cuc ky quan trong dén néi ching xting dang va sé c6 (it nhat) nguyén mot 
chuong trong quyén sach nay dé cap dén ching. Nhung truéc tién ching ta cit thit 
xem cac dé thi ctia ching. 

Cac hé sé géc trong ham liy thitta cua 2 chinh 1a cdc lity thita cla 2. Ciing 
chinh 1A cdc tung do y tai diém bat dau cua ting doan thang. Cac hé s6 géc 
1,2,4,... bang céc tung dé 1,2,4,... tai nhitng diém ddc biét nay. 

Ham ngugc cia ham lity thiva cia 2 14 mot mo hinh rdi rac déi vdi logarithm 
(co s6 2). Logarithm cia 1 14 0, béi vi 2° = 1. Logarithm cia 2 1A 1, bdi vi 2' = 2. 
Logarithm cua 2’ 1A mii 7. Nhu vay mo hinh rdi rac nay dua ra x = logy x dung tai 
céc diém gay y = 1,2,4,8,.... Cac hé sé 1a 1, > zi _ ... bdi vi dx/dy = 1/(dy/dz). 


Mo hinh réi rac trong cing tét do, nhung cing khong thé bang mo hinh lién 
tuc. Hinh phia bén phai biéu dién ham mii y = 2” theo ding nghia cia noé. Tai 
es ie 1 

x =0,1,2,... cdc tung do y van gidng nhu trudc. Nhung bay gid tung d6 tai « = 5 
la s6 2!/?, chinh lA V2. Tung do tai x = .10 1A c&n bac mudi 2!/1° = 1.07.... Hé 86 


l0T6i da ting thAy cdc dé thi voi y = g(x) va y = g~!(x). Déi vdi toi diéu do A sai: phai IA 
x =g'(y). Néu y =sinz khi do x =sin7! y. 
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y 





1 2 4 


Hinu 4.3.4. Ca&c mo hinh tuyén tinh timg khic va cdéc dudng 
cong: y = 2” va x = logy y. Co 86 b = 2. 


goc tai x =0 khong con la 1—né gan bang Ay/Ax = .07/.10. Hé s6 g6c chinh xdc 
1a m6t 86 c (gan bing .7) ma chting tdi chua tién tiét 16 cho ban biét. 

Tinh chat dac biét cia y = 2* do 1A hé s6 goc tai tat cA cdc diém 1A cy. Hé 
86 goc cia ham mi nay 1a ty lé thuan vdi ban than ham sé. Nghiém cia 
dy/dx = cy la mot ham mi. 

Bay gid hay nhin vao ham ngugc—logarithm. Dé thi cia no 1a anh trong guong: 


Néu y = 2” khi do x = logy y. Néu 2'/" & 1.07 khi do log, 1.07 © 
1/10. 


Ham mii sé thuc hién mot sé thao tac theo mét thit tu nao d6, ham logarithm sé 
dao ngudc qua trinh d6—va ngugc lai. Logarithm cua 2° la mai x. Vi ham mi 
b&t dau vdi hé sé gc c, logarithm phai bat dau vdi hé sé géc 1/c. Hay kiém tra 
diéu dé vé m&t s6 hoc. Logarithm cia 1.07 gan bang 1/10. Hé sé g6c gan bang 
.10/.07. Tich chat dep dé nay chinh 1a da/dy = 1/cy. 

Toi phai dé cap ring giai tich tranh cdc logarithm co sé 2. Ly do nim 6 con sé bi 
an c. No 1a “logarithm tu nhién” cia 2, chinh 1A 1/.693147...—va ai lai mu6n con sé 
nay chit? Ngoai ra 1/.693147...1a hé s6 géc ca log, y. Khi do, (dx/dy)(dy/dx) = 1. 
Su lya chon ding dan chinh 1A ding cdc “logarithm tu nhién” tit dau dén cudi. Thay 
vi cd 86 2, cdc logarithm nay dia trén sé diac biét e: 





(4.3.2) y =e” la ham ngugc cua x = Iny. 


Cac dao ham ctia nhitng ham nay rat 1a nhay c4m—ching dude dé danh cho Chuong 
6. Cing véi 2” va sinx va cos x, ching 1A xuong song ctia giai tich. 


Luu Y. Véi lugng kién thitc sin co tai thdi diém nay, ching ta hau nhu co thé 
di truc tiép dén Chuong 6. Cac ham nguoc x = sin"! y va x = tan -/ y c6 thé dude 
giai m6t cAch nhanh chong. Ly do cho viéc dé cap dén cdc tich phan trudc tién 
(Chugng 5) dé 1a ching gitp ching ta giai cdc phugng trinh vi phan ma khong can 
phong doaén nghiém: 
dy = dx 


1 d 
=y ay F =~ eo theo f de= f Y hay e=Iny +6. 
dx dy = y y 
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z= h(g(a)) x=g (h7'(z)) z=2r2-1 x= }(z+1) 
a a a a ae a 
y=g(at)  z=hly) y=h'(z) «=g7'(y) y = 2a z=y-l y=2zt+1l w= hy 











Hinw 4.3.5. Xich g~*(h7'(h(g(z)))) = x 1A mot-mot tai méi 
buéc. 


Cac tich phan c6 dui loai ting dung, trai dai khdp quyén sAch nay. Nhung dig quén 
2” va e®. Ching 14 céc nghiém cia dy/dx = cy—mau chét cho giai tich tng dung. 


HAM NGUGC CUA MOT XICH h(g(z)) 


Dé dang tim dugc ham ngugc cho cdc ham s6 g(x) = x — 2 va h(y) = 3y. Déi 
véi g~' ching ta cong thém 2, va déi voi h~! ching ta chia bédi 3. Bay gid cau hdi 
dugc dat ra la: Néu ching ta tao ra ham hop z = h(g(a)), hay z = 3(a — 2), ham 
ngugc cua no 1a gi? 

Hau hét cdc ham sé da dudc biét déu dudc sAng tao ra theo cach nay, ttt cdc 
xich gé6m cAc ham sé don gian hon. Bai todn duoc dat ra dé la déo nguoc mét rich 
bang cach diing ham nguoc cia ting ham thanh phan. Léi giai cho bai todn nay 1A 
mot trong nhitng quy tac cd sd cua todn hoc: 


PHAT BIBU 4.3.2. Ham ngugc cia z = h(g(x)) 1a mot xich gdm cdc ham ngude 
theo thu tu ngudc lai: 


(4.3.3) peg rt). 
h—' dudc dp dung dau tién bdi vi h dugc Ap dung sau cing: g~!(h7!(h(g(x)))) = 2. 


Phuong trinh sau cing trong giéng nhu mét m6 hé lén, nhung no thé hién dude 
¥ tudng cét yéu. O khoang gitta ban thay h~! va h. Phan do khong cé tac dung 
gi ca! Cac ham ngudc cha nhau triét tiéu lan nhau, dé lai g~'(g(a)). Nhung day 
chinh 14 x. Toan bo xich thu gon dan, khi g~* va h7! 6 ding vi tri ctia n6—chinh 
la nguoc véi tht tu cla h(g(z)). 


Vi by 4.3.7. z= h(g(x)) = 3(z — 2) Az =g "(hh (z)) = 2 +2. 


Dau tién h~' chia béi 3. Sau dé g~' cong 2. Ham nguge cia hog la g toh”. N6 
c6 thé duoc tim théy mét cach truc tiép bang cach gidi z = 3(a — 2). Viét mot xich 
gom céc ham ngug¢c nhu viét vin xudi—chting ta thuc hién ma khong can biét biét 
dén ham thanh phan tiép theo 1a gi cing nhu khong can cht ¥ dén van cia cau 
tiép theo la gi. 


Vi pu 4.3.8. Tim ham ngugc cla z = Vx — 2 bang cach viét z? = «—2 va sau 
do viét x = 27 +2. 

Ham ngugc cong 2 va lay binh phuong—nhung khéng phdi theo thi tu dé. Viéc thuc 
hién theo thit tu do sé dua ra (z+ 2)?, thit tu nay 1A khong ding. Thit tu ding phai 
la 27 +2. 

Mién x4c dinh va ving gid tri dudc gidi thich trong Hinh [4.3.5] Ching ta bat 
dau véi x > 2. Viéc trit 2 dua ra y > 0. Viéc lay cin bac hai dua ra z > 0. Viéc lay 
binh phuong dua tré lai y > 0. Viéc cong hai dua tré lai x > 2—ma thuéc chinh 
mién xc dinh ctia g. 
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Vi py 4.3.9. Cac ma tran nghich dao cia ma tran (AB)~* = B~'A™! (bai 
todn dai s6 tuyén tinh 1a tty chon). 

Gia stt mot vector « dugc nhén véi béi m6t ma tran vubng B: y = g(a) = Ba. Ham 


ngudc cia n6é nhan béi ma trén nghich dado: x = g~'(y) = B~'y . No giéng nhu 
phép nhan béi B = 3 va B~! = 1/3, ngoai trit viéc x va y 1A cdc vector. 

Bay gid gid st m6t ham tht hai nhan béi mot ma tran A khac: z = h(g(x)) = 
ABz. Bai ton dude dit ra lA tim lai x ti z. Buéc tht nhat la lay nghich dao cia 
A, béi vi A dugc 4p dung sau cing: Br = A~'z. Sau do buéc thtt hai nhan béi B~* 
va mang tré lai: z = B-'A~'z. Tich B~'A™' la nghich dao cia AB. Quy tac 
déi véi céc ma tran nghich dao 1A giéng vdi quy tic déi vdi cc ham ngugc—thuc 
té no lA mot trudng hop dac biét. 

Tét hon 1A toi khong nén di lan man qua xa khdi giai tich. Muc tiép theo gidi 
thiéu vé ham ngu¢gc cla sine, cosine va tangent, vA tim cdc dao ham cua ching. 
Hay nhé rang ching déu dude suy ra tit quy tac xich. 


BAI TAP 4.3 


khi do anh trong guong (__z__) cia n6é nim 
trén dé thi cia g~'. Cac diém cu thé nay 
Cac ham sé g(x) = 2-4 va f(y) =yt+4 thédamin8=—2? va3—=— A. 

la céc ham _a_, béi vi f(g(x)) = _b_. Ham ngu¢c cia xich z = h(g(x)) la xich 
Ngoai ra g(f(y)) = __c_. Ky hitula f= 2 = _B_. Néu g(x) = 3x va h(y) = y° 
g ' vag = _d_. Ham hgp khi do z = __C_.. Ham nguge cia n6 | 
déng nhat. Theo dinh nghia, «= g"'(y)khi x= D ,lahamhopcia E va _F 

va chi khiy = _f_. Khi y thuéc ving gia 

tri cla g, n6 thudc _g_ cua go. Tuong Giai cac phuong trinh[4.3.1}4.3.10] 
tua thudc __h cia g khino thudc _i_—s-_- d6i véi x, dé tim ham ngugc x = g~ =a 
cia g~'. Néu g cO mot ham nguoc khi d6é 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 











Khi c6 nhiéu hon mot x ma dua ra 


g(a1)__j g(w2) tai bat ky hai diém nao. 
Ham g phaila __k_ déu hoac _1__ déu. 


Quy t&c xich dudc Ap dung cho 
f(g(x)) = @ dua ra (df/dy)(_m_) = 
n_. Hé sé - cia g' lan hé sé géc 
cua g ting 0 . Truc tiép hon, dx/dy = 


sy 1), 
cac hé s6 géc 1a dy/dx = _q__ va dx/dy = 
_r. Déivéiy=a2? vax=_s_, cdc hé 
so goc la dy/dr = _t+ va dx/dy= __u 
Viéc thé x béi y dua ra dr/dy = _v 
Khi dé (dx/dy)(dy/dx) = __w 








1/_p_. Déi véiy = 2r+1 vax 


D6 thi cia y = g(x) citing 1a dé thi cia 
x= __x_, nhung véi truc x nim ngang va 
truc y nam doc. Déi véi mot dé thi thong 
thudng cia g', lay anh déi xting qua dudng 
thang _y _. Néu (3,8) nim dé thi cia g, 


cing mét y, hay viét "khong c6 ham 
ngudc.” 


43.1. y=3r—6 

43.2. y= Ar+B 

4.3.3. y=a?—1 

4.3.4. y=2/(2 —1) [gidi zy — y =a] 
43.5. y=1lt+a' 

4.3.6. y = |z| 

4.3.7. y=a?—1 

4.3.8. y = 22 + |2| 

4.3.9. y=sing 


4.3.10. y= a’ [vé dé thi] 


4.3.11. Viéc giai y = 7 dua ra 


; = 

ry —ay = 1 hay ¢ = nia Bay gid giai 
y 

phugng trinh do déi véi y. 
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fe. ae e+1 
4.3.12. Viéc gidi y = ——— dua ra 
t— 
zsy—-y=at+1 ha z= ort Vé dé thi 


dé thay ly do tai sao f va f~* gidng nhau. 
Tinh dy/dax va dx/dy. 


4.3.13. Gid sit f la tang, f(2) = 3 va 
f(3) =5. Ban cé thé noi gi vé f~*(4)? 


4.3.14. Gia sit f(2) = 3 va f(3) =5 va 
f(5) =5. Ban cé thé noi gi vé f-'? 


4.3.15. Gid st f(2) =3 va f(3) =5 va 
f(5) = 0. Lam thé nao dé biét rang khong 
cé ham f~'? 

4.3.16. Phép thw dudng thang nam 
doc: Néu khong c6 duéng thang nim doc 
nao c&t d6 thi cia no hai lan khi d6 f(x) 1a 
mot ham sé (mot y déi vdi ting x). Phép 
thit dudng thang nadm ngang: Néu khong 
cé dudng thang nim ngang nao cat dé thi 
ctia no hai lan khi do f(x) lA kha nghich 
bdi vi 

4.3.17. Gia stt f(x) va g(x) la tang, 
hai ham sé nao trong sé nhitng ham sé sau 
co kha nang la khong tang? 


f(x) + g(x) 
f(x) g(a 
f(g(x)) 

4.3.18. Néu y = 1/x khi dé x = 1/y. 
Néu y = 1-2 khi d6 x = 1—y. Cac dd 
thi la anh trong guong cua chinh ching qua 
qua dudng thang 45°. Xay dung hai ham sé 
khac véi tinh chat f = f-* hay f(f(x)) =2 
nay. 


4.3.19. Déi vdi s6 m nao cdc ham sé 
sau la kha nghich? 
(a) y=mat+b 
(b) y=ma+a 
(c) y= ma +sinaz 


3 





4.3.20. Tir dé thi cia no chitng t6 rang 
y = |z| + cx 1a kha nghich néu c > 1 hoac 
néu c < —1. Ham ngugc cia mot ham tuyén 
tinh ting khic 1a timg khtc. 


Trong |4.3.2144.3.26} tim dy/dzx 


theo x va dx/dy theo y. 
4.3.21. y=2? 
4.3.22. y=1/(x —1) 
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4.3.23. y=a?-1 











4.3.24. y = 1/23 
4.3.25. y= — 
x—1 
ax +b 
4.3.26. y= 
weed co +d 
4.3.27. Néu dy/dx = 1/y khi do 
da /dy = var= 
4.3.28. Néu dxr/dy = 1/y khi do 


dy/dx = (cAc ham s6 nay la y = 
e* va x = Iny, ching sé sém dude khao sat 
mot cach thich dang). 


4.3.29. Cac hé sé géc cia f(x) = 3 
va g(x) = —1/x la x? va 1/x”. Tai sao khong 
thé co f =g '? g' lA gi? Ching té ring 
g(g') =1. 

4.3.30. Tai cdc diém 21,22,23 mot 
ham hang timg khic nhay dén yj, y2, y3- Vé 
dé thi cia no bat dau tit y(0) = 0. Anh 
trong guong 1a hang tttng khtic véi cc budéc 
nhay tai cdc diém dén céc tung 
do . Tai sao ham nay khéng phai 
la ham ngudc? 


Trong |4.3.3114.3.38] vé dé thi cia 


y = g(x). Vé riéng cdc anh trong guong 


x=g (y) cta né. 
4.3.31. y = 5x — 10 
4.3.32. y=cosz,0<a<7 
4.3.33. y =1/(x +1) 
4.3.34. y = |x| — 2a 
4.3.35. y = 10° 
4.3.36. y= V1—2?,0<a<1 
4.3.37. y=27° 
4.3.38. y=1/V1—2?,0<a4<1 


Trong |4.3.39#4.3.42| tim dx/dy tai 
cdc diém ducc cho truéc. 


4.3.39. y=sinag tai «= 1/6 

4.3.40. y=tang taic=7/4 

4.3.41. y=sin’ x tai c =3 

4.3.42. y=a-—sing taixr=0 

4.3.43. Néu y 1A ham tang cia 2, khi 


do x la mot ham y. Chttng minh 
bang cac dé thi va bang quy tac xich. 


4.4. HAM NGUGC CUA HAM LUGNG GIAC 


4.3.44. Néu f(x) > x déi vdi moi z, 
chting t6 ring f~'(y) < y. 


4.3.45. Dung hay sat, vdi vi du: 

(a) Néu f(x) 14 kha nghich khi do 
h(x) = (f(a))? cing 1a kha nghich. 

(b) Néu f(x) la kha nghich khi do 
h(x) = f(f(x)) citing 1a kha nghich. 

(c) f~*(y) cé mét dao ham tai mii y. 


Trong cac xich|4.3.4644.3.5111, viét 


ra g(x) va f(y) va céc ham ngug¢c cta 
ching. Sau dé tim « = g~'(f~'(z)). 


4.3.46. z = 5(a — 4) 

4.3.47. z= (2™)” 

4.3.48. z=(6+2)? 

4.3.49. 2z=6+2? 

4.3.50. z= eae ee 
3.50. 2= 5(5 

4.3.51. z = log(10*) 


4.3.52. Viéc gidi f(x) = 0 chiém mot 
phan lén cia todn ting dung. Biéu dién 
nghiém «* theo f~*: «* = 


4.3.53. (a) Chitng to bang vi du rang 
d’x/dy? khong phai la 1/(d’y/da’). 

(b) Néu y dude do theo meter va x 
dugc do theo giay, khi d6 d’y/dx? cé don 
vi va d?x/dy? c6é don vi 
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4.3.54. Phuong phap cla Newton giai 
f(x*) = 0 bang cach 4p dung mét xp xi 
tuyén tinh cia f7': 

ate ns at df~* 
sox s+ Lo-y. 
Déi vdi y = f(x), day 1A phuong trinh New- 
ton 2° a+ 


4.3.55. Néu nhu cau 1a 1/(p +1)? khi 
gia ca la p, khi do nhu cau 1a y khi gia ca 
la . Néu ving gid tri cla gid ca 1a 
p > 0, ving gia tri cla nhu cau 1a gi? 

4.3.56. Néu dF/dx = f(x) chitng 
t6 ring dao ham ciia G(y) = yf '(y) — 
F(f-*(y)) la f°). 


4.3.57. Déi véi ting sd y tim cuc dai 
ca yx —2x*. Cuc dai nay 1A mét ham G(y). 
X4c minh ring cdc dao ham cia G(y) va 2a* 
la cdc ham ngudc cta nhau. 





4.3.58 (chi danh cho cdc gido su). Néu 
G(y) la cuc dai cia yx — F(x), chttng minh 
rang F(x) la cuc dai cha ry—G(y). Gid dinh 
ring f(x) = dF/dz la tang, giéng nhu 82° 
trong Bai toan 57. 


4.3.59. Gia st x phan tram nhting 
ngudi giau nhat trén thé gidi c6 10.\/x phan 
trim tai san cia ca thé gidi. Khi do y 
phan tram tai san cia thé gidi bi nim bdi 

dan sé. 





4.4. Ham nguodc cia Ham ludng giac 


Toan hoc dudc xdy ding trén cdc ham s6 cd ban nhu ham sine, va trén cAc ¥ 
tudng co ban nhu ham ngugc. Vi vay viéc tim ham nguodc cia ham sine la 
hoan todn tu nhién. D6 thi cha x = sin7!y 1A mot Anh qua gudng cia dé thi 
y =sinz. Day la truéng hdp ma ching ta phai chi y dén cdc mién xac dinh, vi dé 
thi cua ham sine di lén va xuéng v6 han lan. Ching ta chi can dén mot mdnh cia 
dung cong dé, trong inh [44.1] ma thdi. 

D6i vdi dugng nét dam mién xdc dinh bi han ché. Géc x nam gitta —7/2 va 
+7n/2. Trén khodng d6 ham sine 1a tang, nén ting y duoc suy ra tw dting mét 
goc x. Néu toan bo dudng cong sine dudc xét, v6 s6 géc x sé c6 sing = 0. Ham 
sine sé khong cé ham ngudc. Bang cAch han ché cho mét khoang ma sin z 1a tang, 
ching ta lam cho ham sé kha nghich. 

Ham ngugc mang y tré lai x. No la = sin”! y (ham sine ngu¢c): 


. _— . . tee a 
a = sin’ y khi y = sing va |a| < —- 


(4.4.1) : 


Ham ngugc bat dau véi mot sé y nam giita —1 va 1. N6 sinh ra mot g6c x = 
sin-' y—géc m4 co sine la y. Goc x nam gitta —1/2 va +7/2, vi sine dude yéu 
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y=sing 














hé s6 goc = 





1 









da 


a= VB 








1 


wile + 





Seam =i us 
sin’ y + cos Ya 





Hinu 4.4.1. Cac d6 thi ctia sinx va sin~! y. Cac hé sé goc cia 
chting 1A cosa va 1/\/1 — y?. 





aj 


cau. Vé mat lich stt x dude goi 1A “arc sine” cla y, va arcsin dudc ding trong dién 
todn. Ky hiéu toan hoc 1A sin7'. Ky hiéu nay khong lién quan dén 1/ sin. 


eS 


Hinh vé cho thay géc 30° 2 = —. Sine cia n6 lA y = > Sine nguoc ctia — 


i) 


la a Mot lan nita: Ky hiéu sin~'(1) dai dién cho géc ma cé sine la 1 (géc nay la 
c= = Ching ta dang thay g~*(g(«)) = 2: 


T 


5 sin(sin~' y) = y déi vai -1 <y <1. 


Re se Tv 
sin (sin x) = x d6éi véi — 3 Ka 
Vi pu 4.4.1 (quan trong). Néu sina = y tim mot cong thitc déi vdi cos x. 
LOI GIAI. Ching ta dugc cho truéc sine, va muén tim cosine. Mau chét cua 


bai todn nay phai 1A cos? = 1 — sin? x. Khi sine la y, cosine lA cin bac hai cia 
1—y?: 


(4.4.2) cosa = cos(sin~* y) = V/1 — y?. 


Cong thtic nay 1A rat quan trong déi vdi viéc tinh toAn cdc dao ham. Ching ta sé 
ding no ngay lap ttc. 


DAO HAM CUA HAM SINE NGUGC 


Bai todn giai tich dudc dit ra 6 day do 1A tim hé s6 géc cia ham nguge f(y) = 
sin! y. Quy tc xich duara (hé 86 géc cia ham ngugc) = 1/(hé sé goc ctia ham géc). 
Chac chan hé sé géc cia sina 1A cosx. Dé chuyén tit x sang y, dtng phuong trinh 
(4.4.2): 

dx 1 1 


dy 
4.4.3 = si suy ra — =coszs a = = . 
( ) y = sing suy ra = x suyr ie case Top 





Dao ham 1/\/1— y? nay dua ra m6t cap v-f mdi ma cuc C6 gid tri gidi tich: 


van tocv(t) =1/V1—t khodng cachf(t) = sin~* t. 
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Cac ham meu sé eee tao ra hai cap nita cé y nghia tuong tu, tu cac dao ham 
cia tan” y va sec”! y. Bang & cudi muc nay liét ké tat cd cdc dit liéu quan 
trong. 


Vi Du 4.4.2. Hé sé géc cha sin! y tai y = 114 vd han: 1/./1— y? = 1/0. Hay 
giai thich 
Tai y = 1 dé thi cla y = sing nim ngang. Hé s6 géc 1a khong. Vi vay anh qua 
guong ctia nd nim ngang. Hé sé géc 1/0 1a trudng hgp cuc han cia quy tac xich. 


CAu HOI. d/dzx (sin! x) 1a gi? 
CAU TRA LOI. 1/\/1— 22. Toi chi thay thé cdc chit cAi. 
HAM COSINE NGUGC VA DAO HAM CUA NO 


Bat cit diéu gi dudc thuc hién déi vai ham sine déu c6 thé dude thuc hién déi véi 
ham cosine. Nhung phai dé ¥ dén mién xéc dinh va ving gia tri. Dé thi cing khong 
dudc phép di lén va di xuéng. Ting y tit —1 dén 1 sé lA cosine cla chi mét géc x. 
Diéu nay lam cho x nim gitta 0 va 7. Khi do cosine 1a gidm dan va y = cosx cé 
mot ham ngugc: 

(4.4.4) cos‘ (cosa) = @ va cos ‘(cos y) = y. 

Cosine ctia géc x = 0 1a 86 y = 1. Cosine ngudc cia y = 1 1a géc x = 0. Ca hai 
phat biéu nay déu thé hién cing mot diéu do 1A cos 0 = 1. 

Di vi hé sé g6c cia cos! y, chting ta c6 thé sao chép tinh toan da dude thuc 
hién thanh cong déi véi sin~*. Quy t&c xich c6 thé duge 4p dung nhu trong (4.4.3). 
Nhung c6 mét cach nhanh hon, do dya vao mot hé thttc dac biét gitta cos” * y va 
sin" y. Hai géc dé phu nhau thanh mét géc vudng: 


(4.4.5) cost y+sin7*y = = 


Hinh|[4.4.1p cho thay cAc géc va Hinh|4.4.2} cho thay cac dé thi. Tong 1a 7/2 (dudng 
nét cham), va dao ham cia no lA khong. Vi vay tong cia cdc dao ham ctia cos~! y 
va sin”! y phai bing khong. Cac dao ham do cé déu ngugc voi nhau. Cé mot dau 
tra déi vdi dao ham ctia ham cosine ngugc, va . thi cla n6 di xuéng. 


(4.4.6) Dao ham ctia x = cos* y at =-1/V1- 


CAu HOI. Vi sao hai ham x = sin! y va cos! y cé cing dao ham? 
y y g 


CAu TRA LOL sin7!y phai bang — cos”! y + C. Phuong trinh (4.4.5) dua ra 
C=7/2. 


HAM TANGENT NGUGC VA DAO HAM CUA NO 


Tangent la sin / cos x. Tangent ngudc khéng phai la sin~' y/ cos~ y. Ham tangent 
sinh ra géc ma cé tangent la y. inh [4.4.3] cho thay géc do, géc nay nam gitta 
—n/2 va 7/2. Tangent c6 thé nhan bat ky s6 nado lam gia tri, nhung tangent ngudc 
chi c6 thé thudc khodng mé —1/2 < x < 7/2. (Khoang nay 1a “md” béi vi khong 
bao ham hai diém mit). Tangent ctia 7/2 va —7/2 khéng dude xac dinh. 

Hé s6 géc cia y = tana 1a dy/dx = sec? x. Hé sé goc cla a = tan! y 1a gi? 


2 dx 1 1 d: 
4.4.7 Theo tac xich = = = ; 
( ) Pe teeters dy sec?x 1+tan?x 1+y7? 
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(-1,7) (-1,7) 









x = cos! y 




















sos! gargs 
cos” y + sin’ y=5 




















(0, 7/2) 














(-1,— 7/2) 


Hinu 4.4.2. Cac dé thi cia y = cosa va x = cos”! y. Luu ¥ mién 
xac dinh 0 < a4 <7. 


PHAT BIku 4.4.1. 


a. 





(4.4.8) Dao ham cia f(y) = tan 







1 T 
1+y? 4 





er 5 1 
hé so gc = @ 86 goc = 7 














hé sd g6e = 1 


























=2 1 2 3 a 
hé sé g6 
hé so g6c = ———— 
ao=tanty lulvy? —1 
Fe eters ca fa gene eee eer See ge eg rete y 
z=—n/2 3 —2 = (0,0) 1 2 3 
. 
. 


Hinu 4.4.3. 2 =tan~y c6 hé sé géc 1/(1+y?).  =sec' y cd 


hé s6 géc 1/|y|/y? — 1. 


Vi pu 4.4.3. Tangent cia « = 7/4 la y = 1. Ching ta kiém tra cdc hé sé 
goc. Trén dudng cong tangent ngudc, dr/dy = 1/(1+ y”) = ; . Trén dudng cong 
tangent, dy/dx = sec? x . Tai 7/4 binh phuong cia secant bang 2. Cac hé sé g6c 
dx/dy = ; va dy/dx = 2 nhan lai vdi nhau dua ra 1. 


QUAN TRONG. Ching ta sé sém dén vdi c4u hdi sau day. Ham sé nado cé dao 
ham 1/(1+2x*)? Mot ly do tai sao chting ta phai doc muc nay chinh 1A dé hiéu vé 
cau tra 1di cho cau hdi vita réi. Dap 4n chinh 1A ham sé nam trong (4.4.8)—néu 
chiing ta thay doi cdc chit cai. Chinh f(x) = tan~|x la ham sé ma cé hé sd 
goc 1/(1 +27). 
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CSC @ 


1 sec x 1 
sin x tan x 


cos x 1 cot © 


Hinu 4.4.4. cos?x + sin?z = 1 va 1+tan?2 = sec?x7 va 1+ 
cot? r= csc? q. 


HAM COTANGENT NGUGC, HAM SECANT NGUGC, HAM 
COSECANT NGUGC 


Chtng ta khéng c6 cach nao tranh dugc viéc hoan thién viéc liét ké cac ham 
s6 va dao ham cua ching dude dau di cho cai ban liét ké nay khén kho vo cing! 
Nhung ching ta c6 thé lam cho cong viéc nay khong cdn dau dén nifa. Y tudng la 
dung 1/(dy/dx) déi véi y = cot x va y = secx va y = csc az: 

dx -1 . dz 1 _ dx —1 


4.4.9 = va = va = \, 
( ) dy csc?x dy  secatanaz dy  cscxcotz 








Trong phuong trinh gitta, thay sec x bdi y va tanx bdi £\/y? — 1. Chon dau déi véi 
hé s6 géc duong (so sénh vi Hinh|4.4.3). Diéu do dua ra phuong trinh gitita trong : 


Dao ham cia cot" y, sec y va csc y la 





(4.4.10) 
d, 4 -1 d,, 1 d, 4 =| 
—(cot~* y) = ——,  —(sec* y) = ——==—= _ — (csc * y) = —=== 
ay\ 1+y? ay ’ lulv/y? -1 dy lyl/y? —1 


LUU Y VE HAM SECANT NGUGC. Khi y lA 4m ching ta c6 mét su lua chon déi 
v6i « = sec’! y. Ching ta chon g6c trong géc phan tu thit hai (giita 1/2 va 7). 
Cosine cua no la 4m, nén secant cua noé la 4m. Su lua chon nay lam cho sec! y= 
cos '(1/y), diéu nay khdp vdi seca = 1/cosa. Diéu nay cing lam cho sec~' y 1a 
mot ham tang, trong khi cost y 1A mot ham giam. Vi vay ching ta can gia tri 
tuyét déi |y| trong dao ham. 

Mot s6 bang ludng gidc todn hoc khac lai c6 mét su lua chon khac. Géc x cé 
thé nam trong géc phan tu thtt ba (gitta —7 vA —71/2). Khi do hé sé goc khong can 
dén dau gia tri tuyét déi. 

TONG KET. Déi véi sdu ham ludng gidc ngudc ching ta chi can hoc vé ba dao 
ham. Ba dao ham con lai ching ta chi viéc thém vao céc dau trit, nhu ching ta da 
thay déi vdi sin! y va cos”! y. Tong cua ting ham lugng gidc ngudc va “d6i ham” 
cua no 1a 7/2, nén tong cia cAc dao ham cua ching bang khong. Dudi day 1A séu 
ham s6 ludng gidc ngudc dé tham khao nhanh, va ba dao ham mdi: 

ham sé f(y) dau vao y dau ra x hé s6 goc da/dy 
1 


= -# =e 
T 7 
tan7* Y, cot y moi y (—5: 3)? (0, 7) a 





sin! Y; cos! y ly| <1 ls als (0, 7] = 








Si 4) * TN Woy 
sec Y, ese y ly| 2 1 [0, 7] ay 5! a 
ae lylvy? —1 
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Néu y = cosx hay y = sina khi do |y| < 
diéu ngudc lai 1a ding; ching ta phai c6 


cac diém —1 < y <1. 
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1. Déi véi y = seca va y = cscx khi dé 
y| > 1.D6 thi cia sec~! y b6 qua tat ca 


Ngoai ra, dé thi b6 qua x = 7/2—tai d6 cosine bing khong. Secant cilia 7/2 sé 
la 1/0 (khong thé). Tugng tu csc~' y bd qua x = 0, béi vi y = csc 0 khong thé 1A 
1/sin0. Dau sao * trong bang c6 nghia lA bé di cdc diém x = 5 va « = 0 do. 


Cot gdm cdc dao ham 1a nhifng gi chting ta can va ding trong giai tich. 


BAI TAP 4.4 


Cac cau hoi dién tiv vao ché tréng 


Hé thiic « = sin”' y c6 nghia la _a 
la sine cua __b__. Nhu vay « 1a géc ma cé 
sinela__c_.Séynamgiita_d_ va __e 
Goc x nam gitta_ f va_g_. (Néuchting 
ta mu6n céc ham sine ngudc t6n tai, khong 
thé cé hai géc ma cé cing sine.) Cosine 
cua géc sin! y la ~_h_. Dao ham cla 
x=sin 'y la dx/dy=_i_ 


Hé thtte « = cos”'y c6 nghia lA y bing 
__j_. Mot lan nita sé y nm gitta__k_ va 
. Lan nay goc x nam gita om va _n 
(dé ting y dude suy ra tit mOt géc x). Tong 
sins y+ cos 'y = _o_. (Cae goc nay 
dugc goila__p __, va tong ctia ching 1A mot 
goc__q_.) Vivay dao ham cia x = cos | y 
la dx/dy = _r__, dao ham cta sin74 y co 
biéu thtic 1A tuong tu trit viéc co thém mét 
dau_s__ 





Hé thtic « = tan‘ y c6 nghia la y = 
t_.S6y nam gitta u__sva_v__. Géc 
x nam gita w va _x_. Dao ham lA 
dx/dy = _y_. Vi tan'y+ cot 'y = 
z_, dao ham cta cot‘ y 1a tuong ty trit 
viéc cé thém mot dau __A 
Hé thtic « = sec! y c6 nghia la _a 


S6 y khong bao gid nam gitta _C va 
D_. Goc z nam gitta E va _F_, 


nhung kh6éng bao gid nim tai tr = _G 
Dao ham ctia « = sec 'y la dx/dy = 
H 


Trong |4.4.114.4.4| tim cdc géc 
sin 'y, cos 'y va tan y dude do theo 
radians. 


4.4.1. y=0 4.4.3. y=1 


44.2. y=—-1 444. y= V3 


4.4.5. Ching ta biét rang sina = 0. 
Vi sao khong thé c6 m = sin™' 0? 

4.4.6. Gia st sing = y. Duéi diéu kién 
nao x = sin ~ y? 

4.4.7. Vé dé thi cia x = sin 'y va 
dinh vi cAc diém vdi hé s6 géc dx/dy = 2. 


3 il 

4.4.8. Tim dx/dy néu x = sin! ay: 
Ve dé thi. 

4.4.9. Néu y = cosa, tim mot cong 
thitc déi véi sinx. Truéc tién vé mot tam 
gidc vung vdi géc x va canh ké y—hai canh 
con lai 1a gi? 

4.4.10. Néu y = cosz, tim mét cong 
thitc déi v6i tanx. Trudc tién vé mot tam 
gidc vudng vdi géc x va canh déi y—hai 
canh con lai 1a gi? 

4.4.11. Lay dao ham theo x cta 
sin-‘(sinz) = x bing quy t&c xich. Kiém 
tra ring d(sin~' y)/dy = 1/,/1 — y? dua ra 
két qua ding. 

4.4.12. Lay dao ham theo y cta 
cos '(cosy) = y bang quy tic xich. Kiém 
tra ring d(cos~' y)/dy = —1/./1—y? dua 
ra két qua dung. 

4.4.13. Tai y =0 va y = 1, tim hé s6 
goc dx/dy cia x = sin! y, = cos‘ y va 


xz=tan: y. 
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4.4.14. Taiz =0 va x = 1, tim hé sé 
goc dx/dy cia x = sin‘ y, 2 = cos‘ y va 


x =tan' y. 


4.4.15. Dung hay sai, vdi ly do: 
Ty)? + (cos? y)? = 1 
y= cos * y khong c6 nghiém. 
ae y la mot ham tang. 
d) sin~* y la mét ham leé. 

(e) sin7*y va —cos~' y c6 cing hé sé 
goc —nén ching giéng nhau. 

(f) sin(cos x) = cos(sin x) 

4.4.16. Tim tan(cos ‘(sinx)) bang 

cach vé mot tam gidc vdi cac canh sing, 
cos x, l. 


Tinh cac dao ham trong |4.4.17 


4.4.28] (ding cdc chit céi nhu da dudc 
cho). 


1 








4.4.17. u=sin  «& 

4.4.18. u=tan 2 

4.4.19. z=sin~*(sin3z) 

4.4.20. z = sin~*(cos 2) 

44.21. z=(sin' 2)? 

4.4.22. z=(sin7*2)7' 

4.4.23. 2=/1—y?siny 

44.24. 2=(1+4+27)tan ‘a2 

4.4.25. = sec” (y+ 1) 

4.4.26. u = sec *(sec x”) 

4.4.27. u=sin | y/cos-*/1 — y? 
4.4.28. u=sin ty + COS ty + tan ty 
4.4.29. Vé mot tam gidc vudng dé chi 


ra ly do tai sao tan” ' y+ cot? y=7/2. 
4.4.30. Vé mot tam gidc vudng dé chi 
ra ly do tai sao tan’! y = cot! 1/y. 
4.4.31. Néu y = tanz tim secz theo 
Yy. 
4.4.32. Vé dé thi cia y = cota va 
x=cot- y. 


4.4.33. Tim hé sé géc dy/dx cia x = 
tan | y tai 


(a)y=—3 
(b) c=0 


(c) © = —7/4 
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4.4.34. Tim ham s6 u(t) ma c6 hé sé 
goc thod man u’ + Pu =1. 

4.4.35. Dao ham cap hai d’a/dy? cia 
x =sin 'y Ia gi? 


4.4.36. d?u/dy? cia u = tan! y 1A gi? 


Tim cac dao ham trong /4.4.37. 


4.4.44 


4.4.37. y = sec 52 

4.4.38. 2 = sec”! 2y 

4.4.39. u=sec'(a”) 

4.4.40. u= sec‘ (tana) 

4.4.41. tany = (x—1)/(2+1) 
4.4.42. z =(sinz)(sin-' 2) 

4.4.43. y=sec' Va! +1 

4.4.44. z =sin(cos”* x) —cos(sin™* «) 


4.4.45. Lay vi phan cos '(1/y) dé tim 
hé s6 goc ciia sec” ' y theo mot cAch mdi. 


4.4.46. Mién xdc dinh va tap gia tri 
cla x = csc! y la 


4.4.47. Tim mot ham sé u(y) sao cho 
du/dy = 4/\/1— y?. 


4.4.48. Giai phuong trinh vi phan 
du/dx = 1/(1 + 42”). 


4.4.49. Néu du/dx = 2/V1—<x?, tim 
u(1) — u(0). 


4.4.50 (Dugc khuyén nghi). Vé6i u(x) = 
(a—1)/(@+1), tim dao ham cia tan! u(z). 
Day ciing la dao ham cta . Vi vay 
hiéu gitta hai ham sé nay 1A mét 

4.4.51. Tim u(x) va tan‘ u(x) va 
tan’ a tai c = 0 va x = oo. Két luan dua 


trén Bai toan |4.4.50} tan” * u(a) — tan7! 


bang sé 


4.4.52. Tim u(x) va tan‘ u(x) va 
tan’ « khi 2 + —oo. Bay gid tan" u(a) — 
tan 'a bang . Co diéu gi do da 
xay ra véi tan™! u(x). u(«) va tan7' u(x) 
thay déi ngay lap ttc tai « nao. 


Dap an cho cac Bai tap Lé 


if 1 





CHUONG 1 A3: 5t 4; 5t st + 12;2t+3 
45: Cac mién xac dinh —1 < t < 1: cdc 
Muc[1.1] (Trang [19 =f 
ue [L.1] (Trang [19) ving gid tri 0 < 2t+2<4,-3< 




















1.: v = 30,0, —30; v = —10, 20 po 8 < 1, =) = =f Gy = 6, 
2 déivaid<t<10 O< f(-t) <2 
3: u(t) =41 ddi v6i0 <t < 20 AT: SV; sv 
—3 déi vdi 20 <t < 30 49: 
0 déivéi0<t<T dau vaox dau vao > A 
v(t) = - déi voi T <t <7 : cate: ahaa es 
0 déi voi 2T <4 <3T dau vao + dau vao > A 
5: 25;22;t+ 10 dau vao+A-—> B 
7: 6;—30 BxeBoC 
oe 20 déivdit <.2 B+C-= daura 
0 déivdit>.2 dau vao+1—> A 
f(t) = 20t déi véi t < 2. AxA+B 
~ )4 déi veit>.2° A+ B- dau ra 
1 51: 3t+5,3¢+1, 6t—2, 6t—1, —3t—1, 9t—-4; 
11: 10%; 125% cac hé 86 géc 3,3, 6,6, —3, 9 
13: f(t) = 0,30(¢ — 1),30;f(t) = 53: Dé thi di lén va di xuéng hai lan. 
304. = po 
i pO 2) 2(2t) O<t<15 12—2(12-2t) 3<t<4.5 
15: Trung binh 8, 20 f(f(t)) = 
17: 40¢ — 80 déi voi 1 <t<2.5 4 15<t<3 202-21) 4estse 
2120 << 3-40 < fF < 200 <7 < Muéla (trane Sot 
37:0 < f < 60 uc [1.2] (Trang [30) 
23: 3—7t 1: 2+54+3=10;f =1,3,8, 11,10 
25: 6t—2 3: f = 3,4,6,7,7,6; cuc dai f tai v = 0 
27: 3t+7 hoac tai cdc diém ng&t quang tit 
29: Slope —2;1< f <9 v=1 tdi -1 
8 ddivai0<t<T B: 1.1,-2,5; f(6) = 66,-11,4; f(7) = 
31: v(t) = 77 13,0 


 |-2 dbiveiT <t<5T 2 : 
mie 7: f(t) = 2t déi voi t <5, 10+3(t—5) déi 





r= h® doi vai 0<t<T | v6i t > 5; f(10) = 25 
10T—2t déi voi T<t<5T" 9: 7,28, 8t +4; tich ctia cdc hé 86 géc 
: A 
33: 20+ 32; hé 86 g6c : 11: f(8) = 8.8, -15, 14; au = 1.1,-2.5 


13: f(x) = 3052.50 + .28(a — 20, 350); khi 


WwW 
35: = ———; 
Fw) = T9900 do 11.158.50 1a (49, 300) 


hé s6 géc = thita sé chuyén déi: 1 

87: 1<t<5,0<f<2 15: 197% 

39: 0<t<5,0<f<4 17: Tin dung trit 1,000, khau triv chi triv 
41: 0<t<5,1<t< 32 15% ctia 1000 
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; 4 lo; 
19: Moi v; = 2; vj = (—1)? 7; vj = Cs 
21: Cac dai L c6 dién tich 1, 3, 5, 7 

2 F 
23: f; = Jj; tong 7? + 9; tong 7 + 5 
25: (101° — 997) /2 = ~ 
27: vj = 23 
29: fs = 5 
31: ay= —f; 
33: 0;1;.1 
35: v = 2,6, 18,54; 2-377" 
A 

37: of = 1,.7177, .6956, .6934 > In2 = 


.6931 trong Chudng 6 


1 
39: vj = =) 
41: v; = 2(—1)’, téng 1A f; —1 
45: v = 1000,t = 10/V 


47: M,N 
1 1 
51: V9 < 2.9 < 9 < 2°: Gr < 2(5) < 
V1/9 < 2 
Muc[1.3| (Trang [39) 
1: 6,6, a, 12, 0,13 
3: 4,3.1,3+h,2.9 
5: Van toc tait = 1143 
7: Dién tich f =t+t°, hé sé géc cha f la 
1+ 2t 
9: D;D; D; 5S 
11: 2; 2t 
13: 12+ 10¢?;2 + 10¢? 
15: Thai diém 2, dé cao 1, 6 phia trén : tt 
1 3 
t= 216 = 
2 2 
17: f(6) =18 
21: v(t) = —2t khi do 2t 
23: Van téc trung binh tdi t = 5 1a 2; 
v(5) =7 
25: 4v(4t) 
27: Urb = t, v(t) = 2t 
Muc[1.4]| (Trang |47) 


1: 107, (0,—1), (-1,0) 
3: (4cost,4sint); 4 va 4t; 4cost va —4sint 
5: 3t; (cos 3t, sin 3t); —3 sin 3t va 3cos 3t 
7: x =cost; V2/2; —V2/2 
9: 27/3; 1; 27 
11: Cing chiéu kim déng hé bat dau tai 
(1, 0) 
eg. 2 
13: Téc do — 
T 


15: Dién tich 2 


4. DAP AN CHO CAC BAI TAP LE 


17: Dién tich 0 
19: 4 tit téc do, 4 tit gdc 


21: ; ttt ban kinh nhan 4 ttt géc dua ra 1 
trong van téc 
trung binh 


_ 3(2— v3) 


23: He sé goéc Ss a - 


V3) /(a/6) = .256 
25: Cung chiéu kim déng hé véi ban kinh 
1 tt (1,0), toc do 3 
27: Cung chiéu kim déng hé véi ban kinh 
5 tit (0,5), toc do 10 
29: Negudc chiéu kim déng hé voi ban kinh 
1 tw (cos1,sin 1), téc do 1 
31: Qua trai va qua phai ti (1,0) tdi 
(—1,0), v =—sint 
33: Di lén va di xuéng gitta 2 vA —2; bat 
dau 2sin 0, v = 2cos(t + 0) 
35: Di lén va di xudng tit (0,-2) tdi (0, 2); 
v =sin iy 
2 
2rt 
COs Seay 


1 2rt 


360 Yen = 


Muc (Trang 


1: Két néi dinh tdi trung diém cia canh déi 
dién, sinh ra géc 30° 


37: x téc do 








3: ‘ i 
7: — — dién tich =r70 
27 2 

9: d = 1, chu vi hexagon < chu vi duéng 
tron 

D; D; $; 5 

cos(2t + t) = cos 2tcost — sin 2tsint = 
4 cos t — 3cost 


15: 5 cos(s t)4 


cos(s +t) 
17: cos@ = sec@ = +1 taij 0 = nz 
19: Ding cos(F 


11: 
13: 





5 cos(s +t); 5 cos(s t) 








s—t)= cos(F s) cos t+ 
Pas . 
sin(= — s)sint 

23: 0= si + bi cla 27 

25: @= + + boi cita 

27: Khong 0 

29: $= a 

31: |OP| =a, |OQ| =b 


CHUGNG 2 


29: 
31: 


4 3a? -1=O0taix = 
: 8 ft/sec; —8 ft/sec ; 0 
: Giam déi véi -1 <a < ; 


; h(Va +h — 4/2) 
: 15 10 10 5 1 cong thanh (1 + 1)° 








Muc[2.1] (Trang [74) 

(b) va (c) 
12 + 3h; 13 + 3h; 3; 3 
f(x) +1 
6 
27 + Ar+1;27+1 

a ee -4 
“tt+tAt t ¢t(t+At) 
: 7; 9; goc 
: A=1,B=-1 
: 8:5; D;5 


: b= B; ma va M; m hay khong dudc 


xAc dinh 


: Trung binh v2 + 271 > 221 


1 
et khong cé gidi han (cac gidi han mot 


bén 1, -1); 1; 1 néut 4 0, —1 néu 
t=0 


: #8); £4) - £8) 


i 
Je 


Muc (Trang 


62°; 3027 f""”” = 720 = 6! 
22 +7 
1+ 22 + 32? + 42° 


_1,-4/3 
5 —1 
V3 





(a+h)—«2 1 
” Oe 











(c=h=1) 
: 3x7; 2h la cdc sai phan cia cac « 
af = 22+ Ar+327432An+(Ax)? 


20 + 3a? = tong cha cdc dao ham 
riéng lé 
72°; 7(2 +1)§ 


veal céng bat ky khéi lap phuong nao 


1: 
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ot 5+ a+ i" +C 
ia. 
24° * 120 
5; $;S; D, D 
Y 2 to pan OY = i8y, 5s 
= 12 nén nae 5 (12); sdu cents 
Ay 1 ( Cc i) dy Ss 
Av Agv’a+Anr a’ dz x? 
t ti v 2t 
eS. 10, n+1, : rie = 
10 ee is ; chia bédin+1=0 
: .7913, —3.7913, 1.618, —.618; 0, 1.266, —2.766 
Muc [2.3] (‘Trang |92) 
—12 1 
rah ae Pc 6= 3(e 
2);y 6 = —3(@ —2) 
y+1=3(¢@-1);y=3r-4 
y = 2; (3,3) 
y—a” = (c+a)(x—a); y—a” = 2a(x—a) 
= 1 2 it = 1 
a! 
a qa — Diy = 7 ,@ = 2a;2 
c=4, tangent at 7 = 2 
1 13 
31 d ean 
(-8, 19) and (3,53) 


:c=4,y=3-—2 tangent at r=1 

: (1+h)?;3h 4 3h? +3534 3h4+h7;3 
: Tangents parallel, same normal 

2 y = 2ax 


a’,Q= (0, a’); distance 


an + 1 angle of incidence = an- 





gle of rélection 
2 


: @ = 2p; focus has y= =p 














1 1 2 
=x ;c= =-vV2 
Pa a 
ya = 5, a)sy=a+o3a= 
v3 
1 2 
: (<)(1000) = 10 at « = 10 
: 101004512; 1 + 10(.001) = 1.01 
: (2+Azx)?—(8+6Azx) = 6(Axr)?+(Az)? 
- oa Pem At 
a in 
: T =8 sec; f(T) = 96 meter 


: a> 5 meter /sec” 


Muc (Trang 


(a) va (b) 
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ae 


11: 


13: 


15: 


17: 


19: 
21: 


23: 


25: 
27: 


29: 
31: 


Ve 


11: 


13: 


15: 
17: 
19: 
21: 


23: 
25: 


27: 


4. DAP AN CHO CAC BAI TAP LE 


0; 1; 5; : 
sin(a + 27); (sinh)/h > 1; 27 
1 1 
cos’ 6 = 1— 6? + —6*; —6* la nhé 
i f 4 4 
sin —0 & —0 
: 2 2 
P.4 
2° i 
PS = sinh; dién tich OPR = 5 sinh < 


dién tich nan quat sh 


x x 


= 
lila Sel 4a3e0e1 


57 (cos( + h) — cos(% — h)) 





7, (~ sin sinh) > —sing 


0 tai x 4 








sin x 





/ 
y =cosz nT 


— -1 
osh 7 i 
0, 9°93 


(tan h)/h = sinh/hcosh < 
af 1 


He £ 2 
€ so goc a” 2? 





os 

2 
khéng 

y =2cosx4+sina;y” = —y 

y= 3 cos 32; y = 3 sin 3x 

Theo do (sinh) /h > 27/360 = .01745 

2sin x cos x + 2cosx#(—sinz) = 0 


Muc (Trang 


—1 COS x 
(l+a)? (1+sin2z)? 
(a—2)(x—3)+(a—1)(x—3)4+(a-1)(a 
—x’ sing +4xcosx + 2sinz 
2% —-1—- 





2x 











sin? x 1 
=1/2 32 
+ a? /? sin a 


1/2 


2./zx sin x cos x 


i oe 

=(sin x) COs & 
3 4 

4x” cos x a sinx + 


3 2 
4x cos” x sin x 


2 : 
rh cosx + 2x sin x 


0 


cos* x 





= 8 = 
qe 5) + 5 (5-2) (= 07) 
3(sin x cos x)*(cos* a —sin? x) +2cos 2x 
uuwz + 0'uwe + w'uuz + 2'uow 
— csc” x — sec” x 

tcost 








cost — tsint? sint 











—: / — 
ag (1 +t)? 
t cost , 
A=2 tt t A= 
Ga aa 
; l—cost_ sint 
2(cost—tsint4 ) 
GE be 1 


29: 


31: 
33: 


35: 


39: 
Al: 


43: 


45: 


es 


> (c) va 
: Bén ngoai bat ky khodng nao quanh 


10t déi v6i t < 10, ———— déi véi 


t> 10 

2t? + 347 2¢° + 6t? + 6t 

(1+t)?’ (1+t)8 

uv LT wt ting out 


+2u'' -uv"; ul v4+3u"u' +3u'0" + 


mw 








- 2 
sin’ t, 





: tan” t (der 4] 
BD; 8;5; D; S$ 

bac 2n — 1/ bac 2n 

v(t) = cost — tsint(t < 


TT T 
—-(t> = 
T(t 5) 


2ha? ; 3ha? 
Ls "£2 
(khong dam vao m&t dat) va tai 
x = —L (khong chim xudéng dudi 
bid), Kae 2 Oe 
d’y oo 


a ot gO 
i 0 





y= 








Muc (Trang 


25 


: 7 L=0, sau N = 10;—, oo, khong N; 


24 
7 0, sau 5; 1.1111, > moi n;V2, 


1 2 
1, sau 38; V20—4, 3° moi i 


256 
e = 2.718..., sau N = 12. 
(d) 


khdng chi cé hitu han cac a 


: sinl 
: Khong co gidi han 
1 


2 
: Khong néu f(z) 1a lién tuc tai a 
22 
: .001, .0001, .005, .1 
: | f(@) — L]; 
: 0; X = 100 
: 4; 00; 7; 7 
: 3; khong co gidi han; 0; 1 


4a 
l+z2 





néu |r |>1 
—r 


: .0001; sau N = 7 (hoac 87) 
1 


“2 


43: 
45: 


43: 


a SPOS eee 


11: 


13: 
15: 
17: 


19: 

















: 98554 8 = 5 (dn-1 8) -0 
Qn—L < bn-—L < en—L nén| bn-L |< 
enéu | an—L|<eva|en—L|<e 
Muc[2.7] (Trang [126) 
c=sin1; khong cé c 
Bat ky c nao; c= 0 
c= 0 hoac 1; khong cé c 
c= 1; khong coc 
khéng c6 c; khong cé c 
aera 
64 64. 
c=-l;c=-1 
ec=ke=1 
c=-l;c=-1 
: c=2,1,0,-1,...; cing c 
f(x) = 0 ngoai trit tai x = 1 
x—1 
ae 
| « | 
5 
z—1 
: Mot; hai; hai 
: Khong; c6; khong 
ref), (f@)), 2 f@), 2¢@) — 2), 
f(x) + 2a 
: 8; 5; 5; D 
: Bude; f(x) = sin = véi f(0) = 
: ee khong; ion: cé (fa(0) = 
1 1 
o(5) = (1) i =f =s) = 
—g(0); ae la mot gia tri trung 
: at ~ 1 
gian giifa g(0) va 9(5) 
f(x) —av is > 0 tai x = 0 va < 0 tai 
xr=1 
CHUONG 3 
Muc[3.1| (Trang [134) 
Y= z 
Y = 2r(ax — 2) 
2° +6-2°-.001 
1 
1 — 1(—.02) = 1.02 


Sai s6 .000301 vs. 5 (-0001)6 





.0001 — zi08 vs. 5 (-0001)(2) 

Sai s6 .59 vs. 5(-01)(90) 

d =f dd 
ak. x aJTo = 5 tal @ 0 


21: 


23: 
25: 
27: 


29: 
31: 


11: 


13: 


15: 


17: 


19: 


21: 


23: 





d e+rus= : Sa pene 
du IW +tu 2c ° 
0,c+ =ct+ a 
: 2c a 2c 
dV = 3(10)?(.1) 
A=Anr’, dA = 8nrdr 
V =ar7h, dV = 2nrhdr (cong mr7dh) 
1 
pars 
+ a7 
Can bac 32 
Muc [3.2] 3.2] (Trang |143| [143) 
: = —2: cuc tiéu tuyét déi 
x = —1: cuc dai tuong déi, x = 0: 
cuc tiéu tuyét déi, 2 = 4: cuc dai 
tuyét déi 
x = —1: cuc dai tuyét déi, x = 0,1: 
‘ 3 1 
cuc tieu tuyét doi, « = 5° cuc 
dai tuong déi 
x = —3: cic tiéu tuyét déi, x = 0: cuc 
dai tuong déi, = 1 : cuc tiéu 
tuong déi 
: © = 1,9: cuc tiéu tuyét déi, cr = 5: cuc 


dai tuong déi 


il : 
r= 3 : cuc dai tuong doi, x = 1: cuc 


tiéu tuong déi, « = 0: bat dong 
(khong phai cuc tiéu hay cuc dai) 
0,1,2,... : cue tiéu tuyét déi, 
71355 
= 599) 2 ee 
|x |< 1: cuc tiéu hét thay, x = —3 cic 
dai tuyét déi, x = 2 cuc dai tuong 
déi 
z=0 


oe 


: cuc dai tuyét déi 


we Sop ibe 1 
: cuc tieu tuyét doi, « = 3 : 
cuc dai tuyét déi, x = 4: cuc tiéu 
tuyét déi 
x = 0: cic tiéu tuyét déi, « = 7 : bat 
dong (khong phai cutc dai hay cutc 
tiéu), x = 27: cuc dai tuyét déi 


6=0: cuc tiéu tuyét déi, tand = =a 


(snéd = 


é va cos@ 8 cuc 
5 5 


dai tuyét déi vA sin@d = =e va 


cos 9 


3 a bes 
= 3 cuc tiéu tuyét déi), 
x = 2m cuc dai tuong déi 


h = —(62” hay 158cm); hinh khéi 


Wile 
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25: 


27: 
29: 


31: 


33: 
35: 
37: 


39: 


Al: 


43: 
45: 


AT: 


49: 


51: 
53: 
55: 


57: 


59: 


61: 
63: 
65: 


67: 


69: 


71: 
73: 


4. DAP AN CHO CAC BAI TAP LE 


es 2Vab_ gallons/mile, 


miles/gallon tai v = ‘ 
a 


Ges" cars 
a = —*_: so sénh Vi du 7; Paws 
J3’ . > b 


2V/ab 


8 





























R(a)—C(x) dR dC. 
R() ~ O(a); HOSE), _ 
ldi nhuan 
L= eee so khong 
r=2 3 
V =2(6- sae —2xr);c 1.6 
A=rrd2?,r= (4 —271r); rmin = 
2 
ore 10000 
dién tich cuc dai 2500 vs = 3185 
r=2,y=3 
P(x) = 12-2; hinh chi nhat mong cé 
canh dai doc theo truc y 
H 2R 4nR°H 4 
h ==, = — = 
rad 27 9 
cua dién tich hinh non 
r= ak hinh tru trdn tdét 
nhat khéng cé chiéu cao, dién tich 
QnR? tit dinh va day (?) 
r=2,h=4 
25 va 0 
8 va —oco 
df 
Ve + JFre-a # 
x $s—2x 9 
Vre+a2 /g+(s—2)? 
khi sina = sinc 
et ee pe 
1,-1), (—,-= 
( ¥ ) ( 5 ? z) , . : 
m = 1 dua ra dudng thang gan nhat 
1 
m= = 


3 
bang nhau; 2 = ; 
oe) 
—2 
t 2 Zz 
Ding (ding su déi dau cia f”) 
Ban kinh R,boi 2Rcos 0, chay 2R0,thoi 





gian ret + ane cuc dai khi 
v 10u 
sin? = To’ cuc tiéu khi chi chay 


trén ca quang dudng 


ee oo 


11: 
13: 


15: 


x 
: Va274+1 
: C6 citing bac 

: C6 bac P < bac Q; khong 
:2=1vay=3xr+C néu f la mot da 


Muc (Trang |153) 


y=—-l—2’; kh6ng --- 
Sai 
Ding 
Ding (f’ cd 8 khong diém, f” cd 7) 
x =3 1A cuc tiéu: f’(3) = 2 
x = 0 khong phai 1a cuc dai hay cuc 
tiéu; 2 = la cuc tiéu: re) 


Er 3 
7 la cuc dai: i) 


—V2; 


c= a la cuc tiéu: eS) = V2 


Z : 1 2 Z 
: Lom xudng doi vdi x > 3 (diém udn) 


: 2 = 3 1a cuc dai: f”(3) 


= —4;7 = 2,4 
la cdc diém cuc tiéu nhung f” = 0 


: f(Ae) = f(—Az) 


2 
x 
1 =, es 
+2 5 
i 
f 1 
1— =" — <2? 
2 8 


: Sai s6 OAx + sf" (a)(Aa)? 


1 1 
: 99 = Peon = .90909 
: Diem udn 
: 18 vs. 17 
: Lom trén; phia dudi 
Muc[B.4] (Trang [166 
120; 150; a 
x 


Le; 7 =0,y=2 

Chan; x = 1,7 =—1, y=0 
Chan; y = 1 

Chan; 


: Chan; 7 =1,r7=—1, y=0 
: 2©=0,7%7=-l1,y=0 





thite; nhung f(x) = (x—1)'/7+3a 
khong co tiém can x = 1 
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39: 

Al: 

45: c=3,d=10;¢ 

AT: «* = V5 = 2.236 

49: y=a-2;Y =X; y=22 

51: = .281, t@min = 6.339; ving = 4.724 

53: = .393, tmax = 1.53, min = 3.33; 
Ldn = -896, 2.604 

Emin = —.7398,tmax = .8135;ring = 
04738; ang neo +2.38 

8 chit sé 
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y/dx = 0 tai oe 
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= (0,-1) 
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,+1);F = (0,+ —) 
Hai dutng thang, a = b 
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a (0,=), y = 
(£%, =) 
~"6 ? 12 
(x +p)? 


ay’ v6ia > 0; y = ~*, 
4p 
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te. 
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= Cc 
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12 12° 





19: ¢ = 


y = —ax” + ax véia>0 
2 2 
-—1 
— +9 GAN. y-1r=i 


ty =1; 
(@-3) | y-1)) _ | 
9 8682 
vw +y = 25 
Du6éng ‘tron, 
parabola 
dy 4. 4 
ge 9 5 
ae gay aa 
Duong tron; (3, 1); 2; X 


yal 
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27: 
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33: 327 +y" =2 
35: y 
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y’ —Ay +4, Qn? 
phai-trai 

V5 x 

F=(+ 2 LO) y=+t5 

(a9+y+1)? =0 

(a? —1)x? + 2abry + (b? — 1)y? + 2acz-4 
Qbey +c? = 0; 4(a” + 6? — 1); néu 
a” +b” <1 khi doB? —4AC <0 


Muc (Trang 


—.366; 00 


+120+18; —14, (—3,2), 























day; : hit, 0 day; 
1 hit, 0 day; 1 hit; : hit, 0 day; 

Am 

.900 

.679 

ja|<l 

Bat én | F’ |>1 

go ja|<1 
1-a’ 

$2000; $2000 

XO, b/x0, Xo, b/xo, sane 

F' = v2. 3/2 _ 

2 

F’ =1-2cr = 1-4c tai a = 2; 
O0<c< . thanh cong 

F’ = 1—- 9c(z — 2)8 = 1- Qc at 
vw =30<c< thanh cong 


1 . * 
tal x 











COS Xn 
4 néu to > 2.5; 2° 
wo < 2.5 


* 
Mi = 


Muc|3.7| [3.7] (Trang [199) 


a —b _ 2an b 

3x2 3 302 
Z| = Xo; 1 khong dugc xac dinh (co) 
x =1 hoadc 5 ti ao < 3, 20 > 3 





Tn+1 =n 


1 
to < 5 tdia* =0; 20 > 5 téia* =1 


248 


21: 


23: 
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27: = 


29: 
31: 
33: 


35: 


37: 
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Al: 


45: 


49: 


35: 
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k 
z,—T 
kak-t 


CO; ®3 





In+1 = In — 
81 


t 
co 7 7 
a khong phai la mét phan so 
ee eee (xn +1)? 
4°” 4x2 





vA cot 7 








Je 
A(yn — 1) 
16z — 80z? + 1282° — 64z* 
| xo l< 1 
Aw = 1, hoi tu mot bude déi védi cac 
Af er ps bac hai 
ae = 1.86 


1.75 <x* ae 1.75 < a < 2.125 
83<a° <4 
Tang thém 1; tang gap déi déi vai New- 


54; 2 





ton 
2 = 2 + cotxo = % +7 dua ra 
t2=%4 oe vt 
a= 2, cdc Y tién tdi . 
Mue(B:8] (Trang 208) 
ee 4 
V3 
Khong c6 c 
c=1 


Diém goc tai 5 


Diém lui tai 0 


: sec’ # — tan” « = hing sé 
: 6 

: —2 

Hee 

:n 


1 


2 


: Khong phai 5 














— khdng co gidi han 
fos en 
eee 
FCC) 
0 = 2" -an414 DF" an) )* dua 
_ - f(x? 
a= MS OF@) 
/ 
r(o); £ ), diém ky di 
f(a) 3 
g(z) 4 
1 


> ( 
: 8x" = 2(x? 
: 2(a+1)4 
: (x?+1)?+1; sin U tit 0 tdi sin 1; U(sin x) 


: 2cos(x 


: 2ru(x) 


: f'(g(2))9'(@) 





CHUGNG 4 
Muc (Trang |216) 
z=y', y=2" — 3, 2’ = 6a(2? — 3)? 
3 20: 3 
zZ=cosy,y=n2,z% =—3x" sine 


z=/y,y=sing, 2’ = cosz/2Vsinz 

z= tany+ (1/tanz), y = 1/2, 2’ 
—1 2 1 =2 2: 
(=>) sec?(4) sec? x 

z=cosy,y=u't+r4 (2x 4 
1) sin(z” + 2 + 1) 


(tan x) 


/ 
lz= 





: 17cos17x 
: sin(cos x) sin x 
2 : 
: x cosx+2xsinx 


: (cosVa + 5 (a a ae 


1 
9 + sin z)~1/?(cos x) 
1 — cos © 


Me | 


sin” x 


)(22) 


cos(x 4 








sin x 





mw) = 24 +2-—cosa 
la 1 va 0 vdi chu ky 27; R tt 0 tdi 
x; R(sinz) la ee a 
=2+2, h(a) = 27 k(x) = 
fete khong, (—1/C1/a}°)( 1/2) 
va f(f(«)) =a 














—(x” i 


(sin /z) /4x°/? 


2 f"(u(tu'(t) 


: (cos u(x) — sin? u(«)) 


agit 
dx 


A(x*)*3x? = 122"! 


11: 


Muc (Trang |222) 
: —a"* /y?" 
dy 
dx af 
ae 
dz F'(y) 
: (y? — 2Qay)/(x? — 2ay) hoae 1 
1 1 
sec? y Yis2? 
d d 
The nhét 4 = —4 the hai “Y = 7 
dx x dx 


13: 
15: 


17: 


19: 


21: 


23: 


25: 
27: 
29: 


31: 


7 c= 


7 c= 


Nhanh hon, nhanh hon nita 
¥ 


x 


Q22' = Qyy’ > 2’ = =y' sind 
c 


2007 
df df 
j [1 2 
500 da’ 500 + (—) 


j 4 dx 
ks oe a os eee Go0 


2 
sec 0x 








la ~ 

A= gabsind, 

1.6m/s; 9m/s; 12.8m/s 
7 


5 
dz V2 dy do " 
dt 2 dt’ dt oN dt? 
Ti y= 50 cos” 6 sin 0(y’)? 


2 ,d0 








Muc (Trang |231) 
_ yt 6 
ae: 
/yt+1(a khong dugc gidi han > 
khong c6 ham ngugc) 
1 


y-1 


x=(1+y)/° 


: (x khong dugc gidi han > khong cé ham 


ngudgc) 





:2<f l'(a) <3 
: f di lén va xuéng 











ae 
: f(x)g(z) ae) 
>: m#0;m>0;|m|>1 
~ dy. 4 de _ 1 ays 
Pigg gee 
dy 2 dx 1 —2/3 
= = =(14 
a a 
_ dy —-l dx = —-1 
“dx  (a—1)?’ dy (y—1)? 


0 


y 


: Giam; — 


:max=G= 


: y"/100 


TT 
9? 
TT 
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ue 
“Ss, 
Ww 
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© 
i 
ae 
S 
= 
II 





@=2", fy)=o =e)" 
(x) =2*, f(y) =y +6, « = (z-6)'9 
(x) = 10°, f(y) logy, « 


1 
> p= —-1,0<y<l 


VI 3 i 
2 2/8 Gt — i718 
3Y , 94 


Muc[4.4] (Trang 
a 
? 2 ? 
0 
nam ngoai [- 


73 
= —V3/2 va V3/2 


sing = /1—y?; /1—y?va l 


_ d(sin~* y) 


d(sin“y) __ 
dy 





cosx = 1 





dy 
1 1 


~ VI-# 


COs © 


Sy =O: 1-11; y= 1:0,0, 5 
: S;5;D; D; 5; 5 
1 


U 
= ie 
=3 

2sin* x 
~ Via 
1- ysin~'y 


vi-# 
fn 1 


d. 





“dy | y+1| fy? +2y 


uw 
: = 1 nén — = 
U nen | 0 


y 
: secr = V/y?+1 


1 1 


: aks 


10’ ’2 
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43: 








dy _, 1 
dx 14a? 
u=4sin ‘y 
T 

—1/4 


B? — 4Ac, [176] 


AIDS, 






phu thudc, 
doc lap, 
Blackjack, 
Bong hinh, 
Baa, [43] 


Budc nhay, 


Bé dude (diém gidn doan), 


Calculus T/L, 





Chia doi, 
Chiéu dai 


cung, [97] 


Chiéu phan doan, [197| 

Chu ky, 

Chuyén dong 
diéu hoa, 
diéu hoa, 

Chuéi sé 
Fourier, 
hinh hoc, 
Taylor, 
diéu hoa, 

Chuéi sé 
hinh hoc, 

Chit cai in hoa, 

Chit s6 
thap phan, [121] 

Cai béng, 

Cat tuyén, |89| 

Cong thttc 
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goc nhan doi, [53] 
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Chi muc 


Cu tang téc dot ngéot, 
Con nhéi mau co tim,|158 
Con dau tim [153] 

Canh sat, [35] 

Con, 
Citta so nhin 
Cue tiéu,|125]]135| 


toan cuc, 
















tuyét déi, 
dja phuong, 


Cuc dai, 135 
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dia phuong, 
Cuc diém, 
Dao dong, 

Dién tich 
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89] 
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Dao ham, 
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cua cos 2, 
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cua Af /At, 
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cua sec x, 
cua sin x, 
cua tana, 


cia tan~* 


Dinh luat cia Hooke, 


Dinh luat cia Snell, 
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Dinh ly Euclid, 
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Gia tri Trung Binh, [203| . 
Kep, Feigenbaum, 
Dinh ly Ca sé cia Giai tich, Ferris Bueller, 
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Dinh ly cia Rolle, Fractal, 197 
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Dinh ly Gia tri Trung gian, [125 Galois i 
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hut, 
day, 
Diém ditng 
Diém uén, 






Diém anh, 
Dién 

tam dé, 
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Dién todn ky hieu, [61] 
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Hinh hoc 
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Hé sé goc, 
trung binh,|90| 
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Richard Feynman, 
Rolle, [203] 
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phan tram, 
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S6 tién_dé, [184] 
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Sé Dic tién Hoang gia, [173] 
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toi [113] 
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Thién van hoc, 
Thu nhap 
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Thuyét tucng déi, 
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Tiéu diém, 
Tiép tuyén, |86] 
Trang thai on dinh, [181] 
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Tich phan, 
Tin hiéu FM, 
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Cantor 
Téc do, 
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Téc do ké, 
Téc do thay déi, 
T6é hop tuyén tinh, 
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Ting khtc, 


Tu dong dinh ty le, [66] 





Vi phan, 
Vuong goc, 
Vong lap, 
Ving gia tri, [17] [226] 
Van tc, [13] 

trung binh,|69 

tic thdi, 


Xe 
hoi 89} 
Xich, 
Xap xi 
bac hai, 152 
tuyén_tinh, 190 
X6 6, [78] 


Anh trong gudng, |228 


Mia va Logarithm 


Phuong trinh va Nghiém 








y=" Oxr=logyy=e" Oxr=lIny y =cy yoe™ 
5 1 n — 1 ct 5) ct 
e=lim(1+—)" = ))— = 2.71828... y =cyts yoe™ +(e —1) 
n=0 
x 2” ; 2 c c — byo 
e im(1 + =) dX = y’ = cy — by ee 7 
Y dx ne 
ny = | —Inl=0 Ine=1 y’ =—r*y cos At va sin At 
1 xv 
Inay=Ine+Iny Ina”®=nlnz my” + dy’ +ky =0 ertya, er2t hoac ter1* 
log, y = (log, 6) (log, y) log, b = 1/log, a Yn+1 = Yn a”Yyo : 
fet 
ertv =eteY PP aerin? ev ay Ynt1 = Yn + 8 ayo + 8—— 
re 


Vector va Dinh thitc 


A => a,i+ a2j + a3k 


JAP =A, 


A Ke B = a,b, + agbe + azb3 = 





Di Dine 50 
A=aj+aj,+a3 





A||B| cos 6 


Ma tran va Nghich dao 


Ax = két hop ctia cac cot = b 
Nghiém « = A~'b néu A7'A=I 
Binh phuong nhé nhat A? Az = A7D 





|A - B| < |A||B| (bat dang thtte Schwars: | cos 6| < 1| Ax = \x 
|A + B| < |A| + |B] (bat dang thtic tam gidc) a 1 d —b 
|A x B| = |A||B]|| sin @| (tich chéo) | c ad R= bE | ce a | 
i j k i(agbs = a3b2) 
AxB=]a, a2 ag |= +j(a3br _ a1b3) (AB)~! = BA (AB)? = BTAT 
bi by b3 +k(a1b2 = ab) 

Quy t&c ban tay phaiixjokjxk=ikxi=j ,[bxe 
Dién tich hinh binh hanh = |a,b2 — ayb,| = |Det| [a bc] = 5|e x a 

peat - 1 a x b 
ee ue aes cous glaibe Gah giDet | i EG - — + aybec3 + agb3cy + agbic2 
Thé tich khéi hop = |A- (B x C)| = |Dinh thitc| ‘ ie - es SA BROs Gnbity “= dabacy 

1 C2 6 
Don viSI Ky hiéu Ti Dén Nhan béi 

dé dai meter m do radian.01745 
khéi lugng kilogram kg calorie joule 4.1868 
thoi gian giay s BTU joule 1055.1 
dong dién ampere A foot-pound joule 1.3558 
tan sd hertz Hz ~ 1/s feet meter .3048 
luc hertz N ~ kg: m/s? dim km 1.609 
Ap suat pascal Pa~ N/m? feet /giay km/hr1.0973 
nang ludng, céngjoule J~N-m pound kg 45359 
cong suat watt W~J/s ounce kg —.02835 
dién tich coulomb CrA:s gallon liter 3.785 
nhiét do kelvin K stic ngua watt 745.7 


Téc do anh sang c = 2.9979 x 10° m/s 
Hang s6 hap dan G = 6.6720 x 107'! Nm?/kg? 


Ban kinh tai Xich dao 


Gia téc 


R = 6378km = 3964 dim 
g = 9.8067 m/s? = 32.174 ft/s? 


C4p sé Céng va Chuéi V6 han 





















































l+e24 io 
l-«a« 
1+nzx 4 ie ae Fae” =(1+2)” 
2! 2 
1424 n= —n(n+1)= : 
4924 wie n(n t+ I)Q@n+1) _ n8 
1 1 6 3 
1 + = Inn > co 
n 
1 fod In2 
nee Cer eens Fy 
i i 1 : 1 ‘ 
Tv Tv Tv 
l-2+i--0= = = 
Pe 5 oa 6 ae 90 
7 =1l+a+a?+4+--- (hinh hoc: |2| < 1) 
—2£ 
d 1 
=142r4+3e74---= 
(1-2)? ete) 
1 Z 
=1l—x2+27-—.-- (hinh hoc déi véi —2) 
l+z2 
x a dx 
In(l+2)=2 t oS 
2 3 l+a 
sing = # — a? /6+2°/120 (moi zx) 
2 1 
e*=1+a4 = .(e=1414 | ) 
2! 2! 
e’® = cosa + isin (cong thitc cha Euler) 
1 
cosh 2 = (Ley a1e2 pees 
2 2! 
af 
sinh xz = —(e” tage free 
2 3! 


(cos@ +isin@)” = cosn@ + isin néb 
2 
F(x) = FO) +f Oe + F/O) + 


ge 








Toa dé Cuc va Toa dé Cau 


x=rcosé vay=rsind 
r= Va22+y? va tand = y/x 


x +iy =r(cos@+isin6) = re® 


hin ee 14 RS) ass / 
Dién tich fr d@- = Chiéu cai [ r2 4 Pr? dé 


x= psin¢cosé,y = psingsin#, z = pcos 


Dién tich dA = dx dy = rdrdé = J dudv 


@ 





Thé tich r dr d@ dz = p? sin ¢ dp dd dé 


O(@,y) _ 
O(u, v) 


Tu Ly 


Yu Wu 


Nhan tt co gian J = 











Con nhiéu tich phan nffa ngay sau chi muc. 


Dién tich - Thé tich - Chiéu dai - Khéi lugng - Moment 


2 Ellipse tab Nan quat 70/2 


Duong tron mr 

Mat tru tron 2trh = Thé tich mr2h_ =~ Lép vo dV = 2arhdr 
= BN 2 24s 4 3 4 2 2 

Mat cau 4ar The tich at Lép vé dV = 4rr~ dr 


2 1 R 
Hinh non =‘ Thé tich g (dien tich day)(chiéu cao) 
Chiéu dai cung / ds = i 4/1 + (dy/dx)? dx 


Dién tich gitta cAc dudng cong [o@ — w(x)) dx 
Dién tich m&t tron xoay em ds (r = x hoac r = y) 


Thé tich tron xoay: Lat cat [pw dx  Lép vo [oreh dx 


Dién tich mat z(z, y): ff \/1 + 22 + 22 da dy 

Khéi lugng M = ffeaa Moment My = ui pxdA 

= M,/M,y=Mz/M Moment quan tinh I, = Sf px? dA 
Cong W = a F(x2)de =V(b)—V(a) Luc F = dV/dx 
Dao ham Riéng ctia z= f(x,y) 


SE (a — 20) + ( 


Xp xi Az & (ac + (yay 
y y 


Mat phang tiép xtc z — zo = ( 





Phap tuyén N = (fe, fy,—1) hay (Fe, Fy, Fz) 
: of of 
Gradient Vf = i+ —j 
radient V f Dat dy? 
Dao ham cé huéng: Duf = Vf-u= feui + fyue2 
dx Of dx Of dy 
dt Oxdt Ody dt 





Quy t&c xich: 


Tru6éng Vector F(z, y, z) = Mi+ Nj+ Pk 


Cong | F-aR Flux f Mdy—N dx 
OM , ON |, OP 


Divergence cua F = V-F = { t 
ss Ox Oy Oz 


i j k 
Curl chaF=VxF=]| 0/dx 0/dy 0/0z 
M N P 
Bao toan F = Vf = gradient cha f néu curl F = 0 


Dinh ly cua Green iM dx +t N dy = en s) dx dy 
v y 








Dinh ly Divergence Sf F-ndS = Sf divF dV 


Dinh ly cia Stoke PF - dR = | { (curlF)- nds 


